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Avertissement de la troisième édition. 


Le texte de cette troisième édition a été revu avec le plus 
grand soin et nous lui avons apporté un erand nombre d’amé- 
liorations de détail. Toutefois nous ne signalerons ici que les 
modifications les plus importantes. 

En ce qui concerne la partie élémentaire ou le grand texte, 
nous avons abandonné l’ancienne définition de la différentielle 
totale et adopté celle de Srozz (*). La supériorité de cette défi- 
nition a été mise en lumière par les travaux de MM. $. PrER- 
Pont (*), Frécer (**) et surtout W. H. Youxa (*#*#). Elle est 

‘indiscutable ; les théorèmes découlant plus directement des 
principes, la théorie de la différentiation des fonctions explicites 
et implicites devient plus serrée et, par le fait, plus satisfai- 
sante. Signalons encore que nous avons précisé les démonstra- 
tions relatives aux applications géométriques en introduisant 
les hypothèses de continuité ou de dérivabilité au fur et à 
mesure de leur nécessité seulement. 

Passons maintenant aux théories plus élevées données dans 
le petit texte, Nous avons rejeté dans l'introduction et simplifié 
la théorie de la mesure des ensembles qui embarrassait précé- 
demment le chapitre relatif aux intégrales définies. Nous avons 
refondu tout entière la théorie de l’intégrale de Lebesgue, mais 
nous avons conservé le procédé que nous avions introduit précé- 
demment pour remonter de la dérivée à sa primitive. Plusieurs 


0 S1oLz. Grunzuge der Differential und Integral-Rechnung, t. }, Leipzig ; 
98. 
(*) J. PIERPONT. Theory of fonctions of real variables, t. I, Boston ; 1905. 
(**) M. FRÉCHET, Sur la Notion de différentielle totale. Nouvelles annales 
de mathématiques, 4e série, t. XII ; 1912. 
_ (##) W. H. YouxG. The fundamental theorems of Differential Caleulus, 
Cambridge, 1910. 


VI AVERTISSEMENT DE LA TROISIÈME ÉDITION 


années d'expérience et nos recherches personnelles nous ont 
suffisamment montré ses avantages et sa fécondité. Aussi bien 
son utilité apparaîtra-t-elle dans deux paragraphes nouveaux, 
l’un consacré au problème du changement de variable dans une 
intégrale définie, problème qui paraît recevoir ici sa solution 
définitive, l’autre consacré à la recherche de la primitive d’une 
dérivée seconde généralisée, question fondamentale dans la 
théorie des séries de Fourier. 

Nous avions donné, dès notre première édition, une démon- 
stration très intuitive du théorème de Jorpax sur les courbes 
fermées. On lui à reproché de n'être qu'indiquée (*). Parmi d’au- 
tres, ce reproche est le seul qui nous ait paru réellement fondé. 
C’est pourquoi l’on trouvera dans cette édition la démonstration 
développée dans tous ses détails. Pour éviter toute équivoque, 
il convient d'ajouter que nous considérons tous les termes de 
cette démonstration comme susceptibles d’un sens purement 
arithmétique. 

Puisse ce livre inspirer le goût de la réflexion et rendre ser- 
vice aux jeunes gens qui désirent approfondir les principes de 
l'Analyse, 

Louvain, le 12 septembre 1013. 


(*) Encyclopédie des sciences mathématiques, t. II, v. Ï, p. 100. 
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INTRODUCTION 


S 1. Nombres réels 


1. Nombres rationnels. — Les nombres entiers et les nombres 
fractionnaires positifs ou négatifs, y compris le nombre zero, 
forment l’ensemble des nombres rationnels. Nous supposerons 
que l’on connaît les propriétés les plus élémentaires de ces 
nombres et que l’on sait effectuer sur eux les quatre opérations 
fondamentales de l’arithmétique. Toutefois il y a lieu de rap- 
peler ici les propriétés suivantes : 

1° L’ensemble des nombres rationnels est ordonné, c’est-à- 
dire que de deux nombres rationnels différents a et b l’un est 
plus grand que l’autre, par exemple b est plus grand que a, ce 
qu'on écrit 

a < bou b > a. 

La notion d'ordre exprimée par cette relation se réduit d’ail- 
leurs à cette seule propriété du signe d’inégalité que si a est < 
b'et b=<\C, on a aussra < C. 

2° Entre deux nombres rationnels différents à et b, on peut 
toujours en intercaler une infinité d’autres > que l’un et < que 
l’autre. On dit qu’un ensemble de nombres qui jouit de cette 
propriété est un ensemble dense et cette propriété s’appelle la 
densité. 


2. Nombres irrationnels. — L'introduction des nombres irra- 
tionnels repose sur les considérations suivantes : 

Supposons que par un procédé quelconque, et nous allons en 
indiquer plusieurs, on ait partagé tous les nombres rationnels 
en deux classes, une classe inférieure A et une classe supérieure 


I 
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B, telles que tout nombre a de la première soit < que tout 
nombre b de la seconde. Un tel partage s’appelle une coupure. 
D'abord il est clair, ce partage étant fait, que, si le nombre a 
est de la classe À, il en sera de même pour tout nombre < a et 
que, si b est de la classe B, il en sera encore de même pour 
tout nombre > b. Ce premier point admis, je dis que trois cas 


pourront se présenter : | 
1° La classe inférieure A renferme un nombre m plus grand 


que tous les autres de la même classe, de sorte que tout nom- 
bre < m est de la classe A et tout nombre > m de la classe B. 
Le nombre m sépare donc la classe À de la classe B et nous 
l’appelons le nombre frontière des deux classes. 

2° La classe superieure B renferme un nombre m plus petit 
que tous les autres de la même classe. Dans ce cas encore, m 
est la frontière des deux classes : tout nombre < m est de la 
classe A et tout nombre > m de la classe B. 

Ces deux premiers cas s’excluent l’un l’autre, car, s’il y 
avait deux nombres frontières différents m et m', tous les 
nombres compris entre m et m' seraient à la fois de la classe A 
et de la classe B, ce qui est en contradiction avec la définition 
de ces classes. Donc, s’il y à un plus grand nombre dans la 
classe À, il n’y en a pas de plus petit dans la classe B, et réci- 
proquement. 

Ces deux premiers cas sont faciles à réaliser. Il suffit de se 
donner un nombre quelconque m, on range les nombres < m 
dans la classe À, les nombres > m dans la classe B. Le nom- 
bre m peut encore se ranger dans l’une ou dans l’autre. On 
obtient ainsi, à son choix, le premier ou le second des deux cas 
que nous venons d'examiner. Nous disons, dans l’un et dans 
l’autre, que le nombre m détermine la coupure (A, B)et que 
cette coupure est rationnelle. 

3° Enfin il peut se faire qu’il n’y ait pas de plus grand nombre 
dans la classe A ni de plus petit nombre dans la classe B. Des 
considérations très simples conduisent à une semblable coupure. 
Soit, par exemple, m un nombre > 0 non carré parfait ; tous 
les nombres rationnels pourront se ranger en deux classes A et 
B, la classe À contenant tous les nombres négatifs et les nom- 
bres positifs dont le carré est < m, la classe B les nombres 
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positifs dont le carré est > m. Il n’y aura pas de plus grand 
nombre dans la classe A, car, étant donné un nombre quel- 
conque a dont le carré est < m, on peut en trouver un autre 
plus grand en extrayant la racine carrée de m par défaut avec 
un nombre suffisant de décimales pour que le carré de cette 
racine soit plus rapproché de m que ne l’est de a°. Pour une 
raison analogue, il n’y aura pas de plus petit nombre dans la 
classe B. 

Lorsque cette circonstance se présente, nous disons que la 
- coupure est irrationnelle. T1 n’y a plus de nombre frontiere 
séparant les deux classes, car ce nombre ne pourrait être que 
le plus grand de A ou le plus petit de B. Nous créons alors un 
nouveau symbole, par exemple \/2, x,..., défini par la condition 
d’être plus grand que tous les nombres de A et plus petit que 
tous ceux de B, et nous disons que ce nouvel élément, qui s’in- 
tercale entre les nombres rationnels, est un nombre irratlionnel. 

L'ensemble des nombres irrationnels correspond à toutes les 
coupures possibles. Chaque nombre irrationnel est défini par 
la coupure (A, B) qui lui correspond, et nous pouvons désormais 
le représenter par une lettre tout comme un nombre rationnel. 

Lorsqu'un nombre irrationnel « est compris entre deux nom- 
bres rationnels à et b dont la différence est égale ou inférieure 
à une fraction positive e, on dit que a et b sont des valeurs ap- 
prochées par défaut ou par excès de « à moins de e près. Un 
nombre irrationnel &« étant défini, on peut toujours en trouver 
des valeurs aussi rapprochées que l’on veut, ainsi qu’il résulte 
du théorème suivant : 

Soit a le nombre irrationnel défini par la coupure (A, B) ; 
quelque petite que soit la fraction positive &, on peut trouver 
respectivement dans les classes À et B deux nombres a et b dont 
la différence soit égale à e. 

En effet, soit a, un nombre de À, la progression 


ä;; d, | e d,; 4- 2€, d,; + LEE 


croissant, indéfiniment, renfermera un premier terme de la 
classe B, par exemple à, + ne = b. Alors le nombre précédent 
a — a, + (n — 1) e sera de la classe A et ces deux nombres a et b 
satisferont aux conditions du théorème. 
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3. Nombres réels. — L'ensemble des nombres rationnels et des 
nombres irrationnels forme l’ensemble des nombres réels. 

Pour l’ordonner, il faut indiquer les relations de grandeur 
entre ses éléments. Pour cela, il ne reste plus à définir que 
celles entre nombres irrationnels. 

Soit « un nombre irrationnel défini par la coupure (A, B) ; 
un nombre irrationnel «' sera ég'al à a, s’il est défini par la même 
coupure, c’est-à-dire s’il est aussi supérieur à tous les nombres 
de A et inférieur à tous ceux de B : mais «! sera différent de « 
s’il existe un nombre rationnel compris entre eux. Aïnsi a! sera 
> a«s’ilest > qu'un nombre de B, il sera < « s’il est < qu’un 
nombre de A. 

Le théorème suivant prouve que la densité est aussi une 
propriété de l’ensemble des nombres réels : 

Entre deux nombres réels différents, on peut toujours inter- 
caler un nombre rationnel et, par suite, une infinité. 

Si les deux nombres sont irrationnels, le théorème se confond 
avec la définition même de l'inégalité. Si l’un des nombres est 
irrationnel et défini par la coupure (A, B), tandis que l’autre 
est rationnel, celui-ci sera de la classe À ou de la classe B et 
ne pourra être ni le plus grand de À ni le plus petit de B, la 
conclusion est donc la même. Enfin le théorème est supposé 
connu (n° 1, 2°) si les deux nombres sont rationnels. 

L'ensemble des nombres réels jouit d’une propriété que ne 
possédait pas l'ensemble des nombres rationnels et que l’on peut 
exprimer par le théorème suivant : 

Si, par un procédé quelconque, on fait une coupure (A, B) 
dans l'ensemble des nombres réels, c'est-à-dire si l'on partage ces 
nombres en deux classes À et B, telles que tout nombre de la 
première soit < que {out nombre de la seconde, il existe néces- 
sairement un nombre frontière, rationnel ou non, m, qui déter- 
mine la coupure, c'est-a-dire tel que tout nombre < m soit de la 
classe À et tout nombre > m de la classe B. 

En effet, soit m le nombre rationnel ou irrationnel qui fait la 
frontière des deux classes de nombres rationnels respective- 
ment comprises dans A et dans B. Tout nombre rationnel > m 
est de la classe B et tout nombre rationnel < m de la classe A. 
Reste à montrer que ces conclusions subsistent pour un nombre 


irrationnel]. 
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Mais cela s'aperçoit de suite, car un nombre irrationnel > m 


est > qu'une infinité de nombres rationnels > m, lesquels sont 
de la classe B, donc il est de la classe B ; un nombre irrationnel 
< mest < qu'une infinité de nombres rationnels < m et est 
avec eux de la classe A. 

Les considérations précédentes laissent encore incomplète la 
définition mathématique des nombres irrationnels, il reste à v 
ajouter les définitions des quatre opérations fondamentales 


de l’arithmétique. 


Æ. Symétrique d’un nombre réel. — Nous appelons symétrique 
d’un nombre rationnel ce nombre changé de signe. La définition 
peut s'étendre aux nombres irrationnels. Soit « un nombre 
-irrationnel défini par la coupure (A, B) ; désignons par — B la 
elasse formée par les symétriques des nombres de B et par — À 
la elasse formée par les symétriques des nombres de A ; tout 
nombre rationnel étant le symétrique d’un autre et tout nombre 
de la classe — B < que tout nombre. de la classe — A, la cou- 
pure (— B. — A) définit un nombre irrationnel que nous dési- 
gnerons par — « et que nous appellerons le symétrique de #. On 
aura encore d’après cette définition — (— x) = ©. 


5. Nombres positifs et négatifs. Valeur absolue. — [Les nombres 
positifs sont ceux qui sont > 0 et ils sont > qu'une infinité de 
nombres rationnels egalement positifs. Les nombres négatifs 
sont ceux qui sont < 0 et ils sont < qu'une infinité de nombres 
rationnels négatifs. Si un nombre est négatif, son symétrique 
est positif. Celui des deux nombres « où — «x qui est positif 


s'appelle la valeur absolue de x et se désigne par |o!. 


G. Inverse d'un nombre réel. — Soit « un nombre différent de 
zéro ; s’il est rationnel son inverse est = OUI:4 Supposons & 
irrationnel ; alors « partage tous les nombres rationnels de 
même signe que lui en deux classes A et B, dont la connaissance 
suffit évidemment pour le définir. Désignons par B—' la classe 
formée par les inverses des nombres de B et par A! la 
classe formée par les inverses des nombres de A. Tout nombre 
rationnel autre que zéro étant l’inverse d’un autre, là coupure 
(B-!, A!) de tous les nombres rationnels de même signe que & 
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en deux classes définit un nombre irrationnel de même signe, 
que nous désignerons par 1 : « et que nous appellerons encore 
l'inverse de «. 


‘7. Addition. — Soient « et x’ deux nombres réels quelconques. 
Désignons par a et a', b et b', des nombres rationnels quel- 
conques satisfaisant aux conditions : 


LR ID: AUD 


Tous les nombres de la forme a + a! seront < que ceux de la 
forme b + b'. D'ailleurs on pourra supposer (n° 2) les valeurs 
de a et de b suffisamment rapprochées de «, celles de a'et de b' 
suffisamment rapprochées de «!, pour que les différences b — a, 
b'— a' et par suite (b + b') — (a + a!) deviennent aussi petites 
que l’on veut. 

Je dis qu’il existe un nombre réel &'' et un seul > que tout 
nombre de la forme à + a'et < que tout nombre de la forme 
b + b' et dont ces deux sommes représentent des valeurs aussi 
rapprochées que l’on veut par excès ou par défaut, Ce nombre 
a" s'appelle la somme de x et de a’ et se désigne par &« + 0. 

En effet, considérons la coupure (A, B) de l’ensemble des 
nombres réels, la classe B contenant ceux qui surpassent tous 
les nombres de la forme a + a'et la classe A les autres nombres. 
En particulier, tous les nombres de la forme a + a! sont de la 
classe À et tous ceux de la forme b + b' de la classe B. Comme 
il n’y à pas de plus grand nombre de la forme a + a! ni de plus 
petit de la forme b + b', le nombre frontière «'' entre les deux 
classes À et B sera plus grand que tous les premiers et plus 
petit que tous les seconds. Il reste donc seulement à montrer 
que le nombre qui jouit de cette propriété est unique. À cet 
effet, remarquons que, s’il existait deux nombres fixes toujours 
supérieurs aux nombres a + a! et inférieurs aux nombres b + D", 
on pourrait trouver deux nombres rationnels r et r! compris 
entre ces nombres fixes et qui jouiraient de la même propriété. 
Or ceci est impossible, car on peut supposer la différence 
(b + b°) — (a + a’) inférieure à r — 1". 

Cette définition, qui contient comme cas particulier celle de 
l'addition des nombres rationnels, permet de vérifier immé- 


NOMBRES RÉELS 


Ce | 


diatement que l’on a conservé les propriétés commutative et 
associative de l’addition, exprimées par les équations : 


a+oa = a + «, 
(a + a!) 4 ol! — à ant a) 


que l’on à encore 
æ+0—= ac, a(—= a) —=0, 


enfin que la valeur absolue d’une somme ne peut surpasser la 
somme des valeurs absolues de tous ses termes. 


8. Multiplication. — Soient à et «' deux nombres réels positifs ; 
désignons encore par a et b, a' et b' des nombres rationnels et 
positifs quelconques assujettis à vérifier les inégalités : 


Mid < D, HNTID RDS 


Tous les produits de la forme aa! seront < que ceux de la 
forme bb'et l’on pourra supposer les différences b — à, b' — a' 
et bb'— aa' aussi petites que l’on voudra. On montrera, en 
raisonnant comme dans le cas de l’addition, qu’il existe un 
nombre réel positif et un seul «” > que tout produit de la forme 
aa! et < que tout produit de la forme bb'. Ces produits peuvent 
être supposés aussi rapprochés qu'on veut du nombre 4”. Celui- 
ci se nomme le produit des nombres & et a et se désigne par 4. 

Si l’un des deux nombres «, à! ou tous les deux sont négatifs, 
la définition du produit se ramène à la précédente par la règle 
des signes, c’est-à-dire par les relations 


au = — a(— x) = (— ax) (— a). 


Ces définitions permettent de vérifier immédiatement que l’on 
a conservé les propriétés commutative, associative et distribu- 
tive de la multiplication, exprimées par les relations générales : 


LOU Ga. MAL) A (ON) (AE TN) QE 0 


Qi == 1: HE 0 RO 0 Re 


Enfin un produit de plusieurs facteurs ne peut être nul que 
si l’un des facteurs est nul et est toujours nul dans ce cas. 


9. La soustraction est l'opération inverse de l'addition. Sous- 
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traire «' de « c’est détermiuer le nombre qu’il faut ajouter à «' 
pour obtenir #. Ce nombre s'appelle la différence de « et «' et on 
le désigne par & — a'. Pour le déterminer, posons x = 4 — «! ; 
on aura la condition &' + x — &, et, en ajoutant — x! aux deux 
membres, on obtient, par les propriétés de l’addition, x = à + 
(— x’). Donc la différence à — «' s'obtient en ajoutant à « le sy- 
métrique de &'. Cette règle ramène la soustraction à l’addition 
et prouve que cette opération a toujours une solution et une 
seule. | 


10. La division est l’opération inverse de la multiplication. 
Diviser & par a! c’est déterminer un nombre dont le produit par 
a' reproduise à. Ce nombre s'appelle le quotient de « par «! et se 
représente par à : «'. Pour le déterminer, posons x = «:4! ; on 
aura la condition x à = a. Si «' n’est pas nul, on peut multiplier 
les deux membres de cette égalité par 1 : +’, et on en tire, par les 
propriétés de la multiplication, x = « (1 : x). Donc le quotient de 
« par «' est égal au produit de « par l’inverse de a!'. Cette règle 
ramène la division à la multiplication et prouve que cette 
opération à toujours une solution et une seule, pourvu que le 
diviseur soit différent de zéro. 

Il est maintenant facile de montrer que toutes les règles de 
l’algèbre élémentaire pour la transformation et la combinaison 
des égalités et des inégalités, subsistent avec les quantités 
généralisées. Nous ne nous y arrêterons pas davantage. 


$ 2. Variables réelles. Théorie des limites 


11. Continuité de l'ensemble des nombres réels, — Les nombres 
réels, c'est-à-dire les nombres tant rationnels qu'irrationnels, 
servent à exprimer la mesure des grandeurs continues, lon- 
cueurs, aires, volumes, ete. On dit aussi que l’ensemble des 
nombres réels est un ensemble continu et l’on peut, au point de 
vue mathématique, définir la continuité de cet ensemble par les 
deux propriétés suivantes : 

1° Entre deux nombres réels différents on peut toujours en 
intercaler une infinité d’autres > que l’un et < que l’autre. 

2° Si l’on partage tous les nombres réels en deux classes A et 
B, telles que tout nombre de À soit < que tout nombre de B, 
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ces deux classes seront séparées par un nombre frontière m 
qui sera le plus grand de A ou le plus petit de B, mais tout 
nombre < m sera de la classe À et tout nombre > m de la 
classe B. 

Nous avons montré dans un paragraphe précédent (n° 3) 
comment on peut démontrer ces propriétés en toute rigueur, 
en les faisant reposer sur des définitions purement arithmé- 
tiques. Mais, quand on applique les nombres réels à la mesure 
des grandeurs concrètes, on admet comme un postulat qu'à 
toute grandeur correspond un nombre et réciproquement, 


12. Bornes d'un ensemble de nombres. — Souvent on considère 
l’ensemble fini ou infini de tous les nombres qui satisfont à 
certaines conditions précises. Par exemple, on peut considérer 
l’ensemble des restes d’une division, celui des réduites d’une 
fraction continue (limitée ou non), celui des nombres ration- 
nels, celui des fractions proprement dites comprises entre 0 
et 1, ete. La notion des bornes d’un ensemble est alors fonda- 
mentale. 

Un ensemble est borné supérieurement si l’on peut assigner 
un nombre À plus grand que tous ceux de l’ensemble ; il sera 
borné inférieurement si l’on peut assigner un nombre a plus 
petit que tous ceux de l’ensemble. S'il est borné dans les deux 
sens, on dira simplement qu’il est borné. 

Quand un ensemble est borné supérieurement, il existe un 
plus petit nombre qui n’est inférieur à aucun de ceux de l’en- 
semble : c’est la frontière des deux classes de nombres A et B, 
A contenant les nombres inférieurs à un nombre au moins de 
l’ensemble, et B les autres nombres. Cette frontière s’appelle la 
borne supérieure de l’ensemble. C’est le plus petit nombre de 
la classe B, car il ne peut y en avoir de plus grand dans la 
classe À. L'ensemble d’un nombre limité de nombres est évi- 
demment borné par le plus grand d’entre eux, mais un ensemble 
infini peut ne pas renfermer un nombre plus grand que tous les 
autres (égalité non exclue). Dans ce dernier cas, la borne 
supérieure n’est pas un nombre de l’ensemble et l’on dit qu’elle 
est inaccessible. C’est ainsi que la borne supérieure des frac- 
tions comprises entre 0 et x est 1 et n'appartient pas à l’ensem- 
ble (car r n'est pas une fraction). 
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De même, un ensemble borné inférieurement admet une borne 
inférieure : c’est le plus grand nombre qui n'est supérieur à 
aucun de ceux de l’ensemble. 

En résumé, on voit que si m et M sont les bornes inférieure 
et supérieure d’un ensemble borné, l’ensemble ne contient 
aucun nombre < m ni > M, mais il en contient certainement 
de < m+eet de > M —e quelque petit que soit le nombre 
positif €. 

La différence entre les bornes supérieure et inférieure s’ap- 


pelle l’oscillaton de l’ensemble. 


13. Variables réelles en général. — Soit x une variable réelle, 
c’est-à-dire une quantité qui passe par une infinité de valeurs 
réelles. Considérons l’ensemble de toutes les valeurs que peut 
recevoir x. Si cet ensemble est borné supérieurement ou infé- 
rieurement, la variable x est aussi bornée supérieurement ou 
inférieurement et les bornes de l’ensemble sont les bornes supé- 
rieure où inférieure de x. 

On dit que la variable x varie dans l'intervalle (a, b), lorsqu'elle 
peut recevoir toutes les valeurs comprises entre a et b, y com- 
pris ces valeurs extrêmes. Nous supposons toujours, sauf indi- 
cation contrair'e, que l’on à a < b. Ces nombres sont donc les 
bornes inférieure et supérieure de x et elles sont accessibles. 

Si x recoit toutes ces mêmes valeurs sauf la seule valeur à, 
ou bien sauf la seul valeur b, ou bien encore sauf les deux seules 
valeurs a et b, on écrit respectivement, pour indiquer que ces 
bornes sont alors inaccessibles, que x varie dans les intervalles 
(a + 0, b), ou bien (a, b — 0), ou enfin (a + 0, b — 0). 

Quand x peut prendre toutes les valeurs comprises entre a 
et bet ces deux valeurs elles-mêmes, on dit que x varie dans 
cet intervalle au sens large. Au contraire, x varie dans l’inter- 
valle (a, b) au sens étroit si x ne peut pas prendre les valeurs 
a et b. 

Les valeurs de x qui sont > a et < b sont dites intérieures à 
l'intervalle (a, b). Quand x varie dans l'intervalle (a, b) au sens 
étroit, x ne prend done que les valeurs intérieures à l’inter- 
valle (a, b). | 

La variation de x se represente géométriquement par le 
déplacement d’un point sur une droite indéfinie OO! ; on porte 
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sur OO' une longueur OX = x dans un sens déterminé par le 
signe de x. Sauf indication contraire, on suppose la droite 
horizontale et les segments positifs comptés de gauche à droite. 
Par allusion à cette représentation, une valeur particulière de 
x s'appelle un point, la valeur x = a le point a, etc. 


14. Limite d’une variable. — Soit x une variable réelle qui 
passe successivement par une infinité de valeurs suivant une 
loi quelconque, de telle sorte qu’à chaque valeur prise par x, 
on puisse distinguer les valeurs qui précèdent de celles qui 
suivent et qu'aucune valeur de x ne soit la dernière. On dit 
que x tend vers une limite déterminée, si les valeurs succes- 
sives de x se rapprochent d’un nombre déterminé a, de telle 
sorte que la différence x — a finisse par décroître en valeur 
absolue en dessous de tout nombre positif donné €e si petit 
qu'il soit. On dit alors que x à pour limite a et l’on écrit 


lim x = a. 


Suivant cette définition, une même variable ne peut pas 
tendre simultanément vers deux limites différentes a et b 
(b > a). car (x — a) et (x — b) ne peuvent être simultanément 
inférieurs en valeur absolue à la moitié de (b — a). 

Si les valeurs de x finissent par surpasser définitivement tout 
nombre assignable, on dit, par extension, que x à une limite 
infinie et tend vers + oc. 

De même, si x décroît définitivement en dessous de tout 
nombre négatif assignable, on dira que x a pour limite — «. 


15. Plus grande et plus petite limite. — Considérons encore une 
variable x qui passe successivement par une infinité de valeurs 
finies. Si x est bornée supérieurement, il y a des nombres 
auxquels x finit par rester définitivement inférieur. Si ceux-ci 
ont une borne inférieure A, on l’appelle la plus grande limite 
de x ; et on écrit 


lim x = A . 


De même, si x est bornée inférieurement, il y a des nombres 
auxquels x finit par rester définitivement supérieur. Si ceux-ci 
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ont une borne supérieure a, on l’appelle la plus petite limite de x 
-et l’on écrit 
Htc" 


Les plus grande et plus petite limites s'appellent aussi les 
limites d'indétermination de x. 

Si la variable x est bornée supérieurement et inférieurement, 
ces deux limites existeront toujours et seront comprises entre 
les bornes supérieure et inférieure de x, la coïncidence avec 
ces bornes étant également possible. 

La plus grande limite À est done définie par cette propriété 
que, quelque petit que soit le nombre positif e, la variable x 
finit par rester < À +e, tandis qu’elle n’est jamais définitive- 
ment < À — €. — Pareillement, la plus petite limite a est définie 
par cette propriété que la variable x finit par rester > a — e, 
tandis qu’elle n’est jamais définitivement > à + e. D’après cela. 
À est supérieur: ou égal à a. 

Si les deux limites a et À sont différentes, on peut prendre € 
assez petit .pour que À — e soit encore > à + e ; dans ce cas, 
x oscille indéfiniment dans tout l’intervalle de a + € à À — cet 
en sort : x ne peut avoir de limite déterminée. Au contraire, si 
À = a, x finit par rester dans un intervalle (a —e, à + €) aussi 
resserré qu'on le voudra et x à pour limite a. De là, le théo- 
rème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une variable x 
ait une limite finie et déterminée est qu'elle soit bornée et que 
l'on ait 


lim x — lim x. 


Lorsque x n’est pas borné supérieurement, on dit, par exten- 
sion, que sa plus grande limite est +  : si x n’est pas borné 
inférieurement, on dit encore que sa plus petite limite est — 0. 

Si la variable x à une limite infinie, soit + œ soit —- &, on dit 
encore que les plus grande et plus petite limites coïnc dent et 
sont égales à cette limite infinie. 

Avec cette extension, la relation 


lim x = lim x 


exprime {a condition nécessaire et sufjisante pour que x ait une 
limite (finie ou infinie). 
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16. Critère de convergence (Caucay). — La condilion nécessaire 
et suffisante pour qu'une variable X qui passe par une succes- 
sion illimitée de valeurs, ait une limite finie et déterminée est 
que, à tout nombre positif si petit qu'il soit s, corresponde au 
moins une valeur de x qui diffère de moins de e de toutes les 
suivantes. 

Il est clair que, dans ce cas, la variable x est bornée et je dis 
que ses plus grande et plus petite limites À et à ne peuvent 
différer. 

Sinon, en effet, on pourrait choisir un nombre positif e! assez 
petit pour que à + e' fût encore < A — e', la variable x oscille- 
rait indéfiniment d’un de ces deux nombres à l’autre (même en 
les dépassant), aucune valeur de x ne pourrait donc différer de 
toutes les suivantes d’une quantité inférieure à la moitié de cet 
intervalle, ni, par suite, inférieure à e (si e est supposé moindre 
que cette moitié). 

La condition est donc suffisante. Il est évident qu’elle est 
nécessaire, car, si les valeurs de x se rapprochent indéfiniment 
d’un nombre a, elles finissent par différer aussi peu qu’on veut 
les unes des autres. Le théorème est démontre. 

Le critère de convergence est plus simple si la variable x est 
monotone, c’est-à-dire si elle est : soit constamment croissante 
(ou stationnaire), soit constamment décroissante (ou station- 
naire). On l’énonce comme il suit : 

Si la variable x varie toujours dans le même sens {est mono- 
tone), la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle ait une 
limite finie est qu'elle soit bornée. 

En effet, si la variable est croissante, elle tendra vers sa 
borne supérieure À, car elle ne peut surpasser À, tandis qu’elle 
surpasse définitivement tout nombre moindre. De même, si elle 
décroit, elle à sa borne inférieure pour limite. 

On énonce souvent cette règle en disant qu’une variable qui 
varie toujours dans le même sens à une limite finie ou infinie. 

Les critères de convergence sont généraux et s'appliquent 
quel que soit le mode de variation de x. 

Ces modes sont très variés. Tantôt x tendra vers sa limite 
d’une manière continue en passant par toutes les valeurs inter- 


médiaires, tantôt d’une manière discontinue en passant par une 
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suite illimitée de valeurs isolées. Dans ce dernier cas, il arrive 
le plus souvent que les valeurs successives de x peuvent être 
toutes numérotées dans l’ordre de leur succession : 


XX — X Xo» Xgpeee Xn se. Xn+tpse. 


Tel est le cas pour les sommes successives des termes d’une 
série, les réduites successives d’une fraction continue, etc... 
Le critère de Cauchy peut alors s’énoncer comme il suit : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la suite x;, x;, 
Xp. Xn,.. ait une limite finie et déterminée est qu’à tout nom- 
bre positif e si petit qu'il soit, corresponde un indice n tel que 
la condition 


| Xntp— Xn | LE 
ait lieu pour tous les indices n + p supérieurs à n. 


17. Limite d’une fonction. — Quand les valeurs d’une variable 
y sont déterminées par celles que reçoit une autre variable x, 
on dit que y est une fonction de x. 

Il peut alors se faire que, quand on donne à x une suite de 
valeurs ayant pour limite a (la valeur a elle-même étant généra- 
lement exclue), la suite des valeurs correspondantes de y ait 
pour limite b. On écrit alors 

Hi ÿ#0 
X=aA 

La condition nécessaire et suffisante pour que y ait une limite 
finie b quand x tend vers a est donc qu'à tout nombre positif € 
corresponde un nombre positif à, tel que l'inégalité | x —a| <àù 
entraîne |Y—b| <a. | 

Si l’on observe qu’une valeur de y suffisamment éloignée dans 
la suite correspond à une valeur de x suffisamment voisine de a, 
on voit que le critère de convergence de Cauchy prend la forme 
suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que y ait une limite 
finie quand x tend vers a est qu'à tout nombre positif € corres- 
ponde un nombre positif à tel que, à deux valeurs de x qui dif- 
fèrent de a de moins de à, correspondent deux valeurs de ÿ qui 
diffèrent entre elles de moins de e. 

Il est important de remarquer que y peut avoir une limite 
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quand on fait tendre x vers a par une suite de valeurs soumises 
à certaines restrictions, par exemple toutes > a, ou toutes 
rationnelles, etc. Ce sont alors ces valeurs seulement que l’on 
doit considérer dans la condition de convergence. 

On représente souvent par 


lim y. lim y, 


æ=a+0 X=Q—0 


les limites de y quand x tend vers a en restant soit > a, soit < a. 


Si y a une plus grande ou une plus petite limite quand x 
tend vers a, on pourra aussi les représenter par 


lim y ou lim y. 
T—Q XT=a 


Si y à une limite b quand x tend vers l’’infini, c’est à dire si. 
y diffère aussi peu qu’on veut de b à condition que x soit suffi- 
samment grand, les notations seront analogues aux précédentes 
en faisant a — ©. 

Ces considérations s'étendent aux fonctions de plusieurs 
variables. Si la valeur de u dépend des valeurs de x, y,... on 
dira que u à pour limite m quand x, y, tendent respectivement 
vers à, b,... d’une manière quelconque, si à tout e positif cor- 
respond un à positif tel que la différence | u— m | soit <e 
sous la condition que |x—a|,|7y—b]|,... soient < à. 

Il est souvent utile d'observer que, si u et v dépendent des 


mêmes variables, on à évidemment 
lim (u + 0) £ lim u + lim v. 
Cette relation est susceptible d’un grand nombre de formes 
équivalentes, en vertu de l’identité 


lim u — ne UE 
En changeant d’abord le signe de v, ensuite u en u + v, on a 
lim (u —v) < lim u — lim v, 
lim (u +v) > limu + lim v, 
lim (u —v) > limu—limvw 
et, en changeant les signes des deux membres, puis ceux de u, », 
lim (u — v) >limu —limv 


= 
lim (u + 0) < lim « + lim o, etc. 
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Toutes ces relations s’aperçoivent d’ailleurs directement 
comme la première. 


18. Principes de la théorie des limites. — I. La limite d’une somme, 
d'une différence, d'un produit de variables qui tendent vers des 
limites finies et déterminées, est ég'ale à la somme, à la différence, 
au produit de ces limites. La limite d'un quotient de varia- 
bles qui tendent vers des limites finies et déterminées, est égale 
au quotient de ces limites, pourvu que la limite du dénomi- 
nateur soit différente de zéro. 

jes propositions se démontrent toutes de la même façon, 
choisissons la dernière comme exemple. Soient deux variables x 
et y ayant respectivement pour limites à et b ; on pourra poser 


xX = a +4, y —=b+$, 
a et 8 ayant pour limite zéro. On en tire 


x DRAM A ODIES PE 
y b b+6 b b(b+Ë) 
Si b est différent de zéro, cette dernière quantité peut être 


rendue aussi petite que l’on veut avec « et 5, done F. a pour .li- 


Le 
Ce 


Ra 
mite Fab 

De la combinaison des propositions précédentes, on déduit 
le théorème suivant : 

II. Soit R(X, y...) une expression rationnelle quelconque des 
variables x, y,.., c'est-à-dire une expression dont le calcul ne 
comporte que les quatre opérations fondamentales, si les varia- 
bles x, y... ont respectivement pour limites a, b,..., R (x, y...) 
aura pour limite R (a, b,...). 

Ce théorème est soumis toutefois à cette restriction que, si 
parmi les opérations à effectuer sur les nombres à, b,... figure 
une division, le diviseur ne soit pas nul. 

III. Si deux variables restent constamment égales et si l'une 
tend vers une limite déterminée, finie ou infinie, l'autre tend 
vers la même limite. 

En effet, si u a pour limite a, u — a décroit indéfiniment ; 
siu = 0, v0—a = u—a décroit aussi indéfiniment et v a aussi 
pour limite à. La démonstration est analogue si la limite est 


infinie. 
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IV. Une quantité variable qui reste constamment comprise 
entre deux autres qui ont la même limite finie ou infinie, tend 
aussi vers la même limite. 

En effet, si w est compris entre deux variables u et v qui 
tendent vers à fini, w — a sera compris entre u — a et v — a qui 
décroissent indéfiniment et décroitra lui-même indéfiniment. 
Donc w à pour limite a. Le raisonnement est analogue si la 


limite est infinie. 


19. Méthode des limites. — Lorsqu'on à obtenu une relation 
entre des variables qui subsiste pour une infinité de valeurs des 
variables, on peut, en s’appuyant sur les principes précédents, 
y remplacer les variables par leurs limites. Cette opération 
porte le nom de passage à la limite. Cette nouvelle opération 
qui s’ajoute aux quatre opérations fondamentales de l’arithmé- 
tique, caractérise l’analyse infinitésimale. 

La méthode des limites consiste à trouver des relations entre 
les quantités par passage à la limite. 

La méthode des limites se décompose en plusieurs branches 
suivant la nature des variables que l’on considère dans ce pas- 
sage à la limite (séries, produits infinis, fractions continues, 
calcul différentiel, calcul intégral). 


20. Méthode infinitésimale, — Lorsqu'une quantité variable a 
pour limite zéro, on dit que c’est une quantité infiniment petite 
ou un infiniment petit. Au contraire, une quantité infiniment 
grande est une quantité variable qui augmente au-delà de toute 
limite assignable. 

La méthode infinitésimale est celle où l’on se sert de la con- 
sidération des infiniment petits. Dans le calcul différentiel, on 
considère les quantités comme limites du rapport de deux 
infiniment petits. Dans le calcul intégral, on les considère 
comme limites d’une somme d’un nombre indéfiniment croissant 
d’infiniment petits. 

Dans les questions où on les considère, on établit le plus 
souvent, entre les divers infiniment petits que l’on rencontre, 
une classification très importante, qui s'appuie sur les défini- 
tions suivantes : 

On dit qu'une quantité xest infiniment petile par rapport à une 


5) 
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autre ÿ, lorsque le rapport = a pour limite 0. Au contraire, les 


deux infiniment petits sont du même ordre si leur rapport a une 
limite finie et différente de zéro. 

Dans beaucoup de questions, on est amené à choisir un 
infiniment petit particulier «, que l’on appelle infiniment petit 
principal, et qui sert à classer tous les autres. Un infiniment 
petit du même ordre que « s’appelle alors du premier ordre et 
un infiniment petit de l’ordre de x” est de l’ordre r. 

Lorsqu'une quantité est décomposée en une somme de termes 
qui sont des infiniment petits d'ordres différents, on donne le 
nom de terme principal à celui qui est de l'ordre le moins élevé. 

On appelle expression asymptotique d’une quantité une ex- 
pression qui n’en diffère que par un infiniment petit d’un ordre 
assigné. 


21. Principes de substitution des infiniment petits. — Les avan- 
tages de la méthode infinitésimale résultent des deux principes 
fondamentaux connus sous ce nom. 

I. La limite du rapport de deux infiniment petits à et 6 n'est 
pas changée quand on leur substitue respectivement deux 


Ê 


autres infiniment petits x et É', pourvu que — et gr aient pour 
limite l'unité. 
En effet, de l’identité 


œ 
BU poa $ 
on conclut, par les principes de la méthode des limites, 


! l 
a . æ .. œ . 
= lim 8 Hu tim lim 
œ 


B' É P 


La remarque suivante sert souvent à reconnaître que le rap- 


5 [o À 
lim 


port de deux infiniment petits tend vers l’unité : 

Si B reste compris entre deux infiniment petits à et a’ dont le 
rapport tend vers l’unité, il en sera de même des rapports $ : & 
et $ : a'. 

En effet, en divisant les inégalités 

Que B 4 
par « supposé positif, 1l vient 


F 


a 
LR ESS 
a x 
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et, comme z': « est suppose tendre vers l’unité, il suit du prin- 
cipe IV (n° 18) que £ : « tend vers l’unité. La même démonstra- 
tion s'applique au rapport £ : a. 

11. La limite d'une somme d'infiniment petits de mème signe 
%j, Lo, an, dont le nombre n augmente indéfiniment, n'est 
pas changée quand on remplace ces infiniment petits par d'au- 
tres À, B,.,,, Pr, pourvu que les rapports B; : «; tendent unifor- 
mément vers l'unité. 

Le mot uniformément doit être entendu en ce sens que, quel- 
que petit que soit e positif, on peut prendre n assez grand 
pour qu’on ait, quel que soit l’indice 1, | 


Bi << I1+e. 


d 


1e 5e 


S’il en est ainsi, on aura, en supposant les a positifs, 
(me) a; <R< (1 Hs) 
puis, en additionnant toutes les inégalités semblables, 
(1 — €) Las < EB; < (1 + €) La 


et, par conséquent, 


I—Ee< cite. 


9 L. , e . JL 
D'ailleurs, e étant aussi petit qu’on le veut avec > 0n en 


conclut 


Bite + Bo + Po + Bu 


lim =" — 


ra 
ay + & + TT + an û 


ce qui exige que B, + B, +... f, et à, + ag + +... + a, aient la 
même limite finie, nulle ou infinie. 

Ces deux principes généraux peuvent revêtir un autre énoncé 
moyennant la remarque suivante : 

Quand deux infiniment petits a et a! ont pour limite de leur 
rapport l'unité, leur différence à est infiniment petite par rap- 
port à chacun d'eux, et réciproquement. 

En effet, l'équation à = « — a! peut s’écrire 


Le second membre ayant pour limite zéro, il en est de même 
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du premier et à est infiniment petit par rapport à «'. Récipro- 
quement, si à est infiniment petit par rapport à a!, 0 : a! tend 
vers zéro, et, par conséquent, « : «! tend vers l’unité, 

Les principes de substitution peuvent donc aussi s’énoncer 
comme il suit : 

On peut, sans changer la limite d'un rapport ou d'une somme 
d'infiniment petits, négliger dans chaque terme une quantité 
infiniment petite par rapport à lui. 

Toutefois l’énoncé de ce principe doit être complété, dans le 
cas d’une somme, par la condition contenue sous le mot unifor- 
mément dans l’énoncé primitif. 

L'utilité de ces principes consiste en ce qu’ils permettent de 
négliger dans bien des cas précisément les parties des infini- 
ment petits qui font la difficulté du problème. 


S 8. Des fonctions d’une variable réelle. 


22. Fonctions d'une variable. — Etant données deux variables 
x et y, on dit qu’elles sont fonctions l’une de l’autre dans le 
sens le plus général, s’il existe une dépendance quelconque entre 
les valeurs que l’on peut attribuer à ces deux variables. En géné- 
ral, on considère une des deux variables comme indépendante, 
par exemple x. La valeur de x peut être choisie à volonté, 
mais, x étant donnée, y n’est plus arbitraire. On dit alors que y 
est fonction de x et cette dépendance s’exprime par la notation 


y = f(x): 

On étudie dans les éléments des mathématiques un certain 
nombre de fonctions relativement simples, dont les propriétés 
sont bien connues et que l’on représente par des symboles par- 
ticuliers. Ce sont les fonctions élémentaires : 


x", AT , sin X, etc. 


On dit que la fonction f(x) est uniforme, ou univoque, ou à 
détermination simple, si elle n’est susceptible que d’une seule 
valeur pour chaque valeur de x, telles sont AZ, sin x,... Au con- 
traire, la fonction est multiforme, ou plurivoque, ou à détermi- 
nations multiples, si elle est susceptible de plusieurs valeurs 
pour chaque valeur de x. Telle est la fonction ÿx qui peut rece- 
voir deux valeurs de signes contraires pour chaque valeur de x. 
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On classe les fonctions en fonctions explicites ou implicites 
suivant que la relation entre y et x est donnée par une équa- 
tion résolue par rapport à la fonction y ou non résolue par 
rapport à cette fonction ; en fonctions a/g'ébriques ou transcen- 
dantes suivant que la relation entre y et x peut ou ne peut pas 
être exprimée par une équation dont les deux membres sont 
des polynomes entiers en x et en y, Les fonctions algébriques 
se partagent elles-mêmes en rationnelles ou irrationnelles, sui- 
vant que l'équation qui lie y à x est du premier degré par rap- 
port à y ou ne l’est pas. Une fonction rationnelle s'exprime 
donc par le quotient de deux polynomes en x ; en particulier, si 
elle se réduit à un polynome, on dit qu’elle est rationnelle et 
entière. 

Lorsque la relation y — f(x) qui lie y à x peut être résolue 
par rapport à x, de telle sorte qu’on en tire x = &(y), la fonc- 
tion o(y) s'appelle la fonction inverse de f(x). C’est ainsi que 


les fonctions x”, AT, sin x, tg x, ont respectivement pour 
1 


inverses x”, Log x, arc sin x, arc tg x, etc. 

La variation d’une fonction se représente géométriquement 
en utilisant les principes de la géométrie analytique. On trace 
généralement deux axes rectangulaires OX et OY, par rapport 
auxquels on détermine les coordonnées x et y d’un point. 
L’équation y — f(x) sera généralement celle d’une courbe plane, 
que l’on considère comme une représentation géométrique de 
la fonction f(x). 

Remarque. — Il arrive souvent que l’on est amené à consi- 
dérer une constante ou bien la variable indépendante elle-même 
comme des cas particuliers d’une fonction. Il n’y a là rien qui 
doive surprendre, car ces cas particuliers se rencontrent déjà 
dans les fonctions élémentaires et ce sont même les plus sim- 
ples. Ainsi, la fonction x” se réduit à r pour m = 0 et à x pour 
m = 1. Dans la représentation géométrique correspondante, 
la courbe se réduit à une droite, parallèle à l’axe des x ou bis- 
sectrice de l’angle des axes. 


28. Oscillation d’une fonction dans un intervalle. — Si la fonction 
f(x) est bornée dans l'intervalle (a, b), c’est-à-dire quand x 
varie dans (a, b), elle a, comme on le sait (13), une borne in/fé- 
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rieure m et une borne supérieure M. La différence M — m entre 
les bornes supérieure et inférieure de f(x) dans l'intervalle (a, b) 
s'appelle l’oscillation de la fonction dans cet intervalle. Si la 
fonction n’est pas bornée dans l'intervalle (a, b), on dit que son 
oscillation est infinie dans cet intervalle. 

Suivant ces définitions, si l’oscillation de f(x) est finie et 
égale à M — m dans l'intervalle (a, b) et que l’on partage. cet 
intervalle en plusieurs autres consécutifs par des points inter- 
médiaires : 1° la borne supérieure de la fonction sera encore M 
dans un au moins des intervalles partiels et ne pourra surpas- 
ser M dans aucun; 2° la borne inférieure sera m dans un au 
moins &es intervalles partiels et ne sera inférieure à m dans 
aucun ; 3° la somme des oscillations dans les intervalles par- 
tiels sera au moins égale à M — met l’oscillation ne sera supé- 
rieure à M — m dans aucun de ces intervalles. Enfin, si l’oscilla- 
tion de f(x) est infinie dans l'intervalle (a, b), elle le sera 
encore dans un au moins des intervalles partiels. 


24. Oscillation en un point. Définitions relatives à la continuité. — Si 
la fonction f(x) n’est bornée dans l'intervalle (a — à, a + à) pour 
aucune valeur positive si petite qu’elle soit de Ô, on dit que 
l’oscillation de f(x) est infinie au point a. Sinon l’oscillation 
de f(x) dans l'intervalle (a — à, a + à), qui est constante ou 
décroissante quand à diminue, tend vers une limite déterminée 
quand à tend vers 0. Cette limite est l’oscillation de f(x) au 
point a. 

Si l’oscillation est nulle en ce point, la fonction est continue 
au point a, ou pour x = a. — La fonction f(x) est donc conti- 
nue au point a, si f(x) a pour limite f(a) quand x tend vers a 
d'une manière quelconque. 

L’oscilation définie ci-dessus est l’oscillation totale au point a, 
par oppositionavec les oscillations à g'auche et à droite du point a 
qui se définissent comme la première, maïs en considérant les 
limites des oscillations dans les deux intervalles (a — à, a) et 
(a, a + à). D'après ces définitions, toutes les oscillations sont 
des quantités essentiellement positives ou nulles. 

La fonction f(x) est continue à droite du point a si son oscil- 
lation est nulle à droite du point a. Elle est continue à gauche 
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du point a si son oscillation est nulle à gauche du point à. Si les 
deux oscillations sont nulles, la fonction est continue au 
point a. 

La fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b) si elle 
est continue pour toutes les valeurs de x comprises entre a et D. 
à droite du point a et à gauche du point b. 

Elle est continue dans le voisinage du point a, si elle l’est 
dans l'intervalle (a —:<, a + €) à partir d’une valeur positive 
suffisamment petite de &. 

Si la fonction f(x) n’est pas continue pour x = a ou dans 
l'intervalle (a, b), elle est discontinue au point a ou dans l’inter- 
valle (a, b). — Si elle est discontinue au point a, celui-ci est un 
point de discontinuité. 


25. Continuité des fonctions composées. — I. La somme, le pr'o- 
duit le quotient de deux fonctions continues au point a ou dans 
l'intervalle (a, b), sont des fonctions continues en ce point ou 
dans cet intervalle, à moins qu'une fonction prise comme divi- 
seur ne s’annule. 

Ces théorèmes résultent immédiatement des principes cor- 
respondants de la théorie des limites (n° 18). Démontrons. par 
exemple, le dernier. Soient f(x) et F(x) deux fonctions conti- 
nues au point a; si F(a) n’est pas nul et si x tend vers a. 
la limite du quotient f(x) : F(x) sera égale au quotient des 
limites f(a) : F(a). Donc f(x) est continue au point à. En second 
lieu, si /(x) et F(x) sont continues dans l'intervalle (a, b) et que 
F(x) ne s’annule pas dans cet intervalle, le quotient f(x) : F (x) 
sera continu pour toutes les valeurs de x, donc dans l’inter:- 
valle (a, D). 

IL. Soient u = f(x) et y = F(u); si f(x) est continue pour 
x—aet F(u) continue pour u — f(a), y sera fonction continue 
de x au point de a. 

On à, en effet, x tendant vers a. 

lim F{/(x) = Fflim f(x)] = F[/(a)]. 

Nous concluons de là que les fonctions composées par addi- 
tion, multiplication, division ou superposition du signe fone- 
tionnel ne peuvent être discontinues que si l’une des fonctions 
composantes est discontinue ou si l’une des fonctions prises 
comme diviseur s’annule. 
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26. Théorème. — Soit e un nombre positif ; s’il est impossible, 
en intercalant un nombre convenable de points de subdivision 
entre a et b, de partager l'intervalle (a, b) en intervalles consé- 
cutifs, de telle sorte que l'oscillation de f(x) soit < e dans cha- 
cune de ces parties consécutives, il existe dans l'intervalle (a, b) 
un point au moins où l'oscillation de f(x) est 5 e. Ce point peut 
être a ou b, mais c’est alors l'oscillation à droite du point a ou 
celle à gauche du point b qui sera > e. | 

Admettons que l’impossibilité supposée dans cet énoncé ait 
lieu pour l'intervalle (a, b) et partageons cet intervalle en 
deux autres par son point milieu. L’impossibilité subsistera 
dans l’une au moins de ces deux parties, sinon elle n’existerait 
pas dans l'intervalle total. Soit (a,, b,) celle des deux moitiés 
dans laquelle l’impossibilité subsiste, ou l’une quelconque des 
deux moitiés si l'impossibilité subsiste dans toutes les deux. 
Partageons de même (a,, b,] en deux parties égales et désignons 
par (a, b,) l’une des deux moitiés dans laquelle l’impossibilité 
subsiste encore. Partageons (a,, b.) en parties égales et conti- 
nuons ainsi de suite. Nous formerons deux suites de nombres 
y, Agyee An. et D,, Do,.. Dn,.. V'une stationnaire ou croissante, 
l’autre stationnaire ou décroissante, et tendant vers la même 
limite c, puisque bb, — a, = (b— a): 2"a pour limite 0. Le 
point c appartient donc à un intervalle (a, , b,) aussi petit que 
l’on veut et intérieur à (a, b) dans lequel l’oscillation de f(x) 
est > €. Donc l’oscillation au point c est > e. Enfin, si c coïn- 
cide avec a ou avec b, l’oscillation se détermine en ne tenant 
compte que des valeurs de f(x) à droite de a ou à gauche de b, 
ce qui achève la démonstration du théorème. 


2". Propriétés des fonctions continues d’une variable, — I. Si la 
fonction f(x) est continue au point a et ne s’annule pas en ce 
point, elle sera de même signe que f(a) dans l'intervalle (a — à, 
a + à), pourvu qu’on choisisse à suffisamment petit. 

En effet, f(x) ayant pour limite /(a) quand x tend vers a, on 
peut choisir à assez petitpour que f(x) soit plus rapproché de (a) 
que ne l’est 0, sous la condition | x — a | < à. Cela fait, f(x) 
aura le signe de f(a) dans l'intervalle (a — à, a +- à). 


11. Si f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), elle est bornée 
supérieurement el inférieurement dans cet intervalle. 
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Ce théorème est une conséquence immédiate de celui du 
n° 26. Puisque f(x) n’a pas de discontinuité dans l'intervalle 
(a, b), on peut, le nombre positif « étant donné, trouver un mode 
de division de cet intervalle en parties telles que l’oscillation 
de f(x) soit < e dans chacune d’elles. Soit n le nombre de ces 
parties ; la fonction f(x) restera comprise entre f(a) —neet 


f(a) + ne. 


III. Si la fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), 
ses bornes supérieure et inférieure sont toujours accessibles, 
c’est-à-dire qu’il existe toujours au moins deux vateurs de x 
dans l'intervalle (a, b) qui donnent respectivement à f(x) ses 
plus grande et plus petite valeurs M et m (WEIERSTRASS). 

Faisons la démonstration pour la borne M. A cet effet, con- 
sidérons la fonction continue, non négative, M — f(x). Cette 
fonction peut décroître en dessous de tout nombre positif e, 
puisque f(x) peut surpasser tout nombre inférieur à M. Donc la 
fonction 1 : [M — f(x)] peut surpasser tout nombre assignable 
et elle n’est pas bornée dans l'intervalle (a, b). Par conséquent, 
cette nouvelle fonction est discontinue (II), ce qui n’a lieu 
(n° 25) que si M — f(x) s’annule dans l'intervalle (a, b). 


IV. Si la fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b) et 
qu’on divise cet intervalle en intervalles partiels consécutifs, à 
tout nombre positif 2e, si petit qu’il soit, correspond un nombre 
à tel que l'oscillation de f(x) dans chaque intervalle partiel soit 
inférieure à 2:, pourvu que l'amplitude de chaque intervalle 
partiel soit inférieure à à. (CANToR). 

En effet, on peut trouver un premier mode de décomposition, 
tel que l’oscillation de f(x) soit inférieure à « dans chaque inter- 
valle partiel, sinon la fonction aurait une oscillation > € en un 
point de l'intervalle (a, b) et ne serait pas continue (n° 26). Soit à 
l’étendue du plus petit de ces intervalles. Si l’on considère un 
autre mode de subdivision en intervalles < à, un intervalle de 
ce second mode de subdivision ne pourra empiéter sur plus de 
deux intervalles du premier mode. Donc l’oscillation de la fonc- 
tion dans cet intervalle ne supassera pas la somme des oscilla- 
tions de f(x) dans deux intervalles du premier mode. Elle res- 
tera, par conséquent, inférieure à € + € — 2e. 
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On énonce souvent ce théorème en disant qu’une fonction 
continue dans un intervalle (a, b) l’est uniformément dans cet 
intervalle. 


V. Sila fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b) et 
si f(a) et f(b) sont de signes contraires, f(x) s'annule pour une 
valeur & de x comprise entre a et b. 

Marquons entre a et b une suite de points consécutifs assez 
rapprochés pour que la variation de f(x) soit < € d’un point au 
suivant, ce qui est possible quelque petit que soit e (IV). Si la 
fonction ne s’annule pas en l’un de ces points, elle change de 
signe entre deux points consécutifs où sa valeur absolue sera 
< s. Donc 1 : f(x) surpasse 1 : e en valeur absolue quelque petit 
que soit e, et cette fonction n’est pas bornée ni continue, ce qui 
n’a lieu (25) que si f(x) s’annule dans l’intervalle (a, b). 


VI. Si la fonction f(x) est continue dans (a, b), elle prend, 
dans cet intervalle, toute valeur comprise entre f(a) et f(b). 

En effet, soit À une quantité comprise entre ces deux valeurs ; 
la fonction continue /(x) — A, prenant des valeurs de signes 
contraires pour x = a et x — b, s’annule en un point intermé- 
diaire & et l’on à, par conséquent, f(E) — A. 

On énonce cette propriété en disant qu’une fonction continue 
dans un intervalle (a, b) ne peut passer d’une valeur à une autre 
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. | 


EXERCICESs. 


1. Soit x une valeur positive et [x] le plus grand entier contenu 
dans x. On considère la fonction x — [x]. Prouver : 1°) qu’elle est dis- 
continue pour les valeurs entières de x et continue pour les autres 
valeurs ; 20) que sa borne inférieure est 0 et sa borne supérieure 1, 
dans tout intervalle comprenant un nombre entier; 30) que cette borne 
inférieure est accessible et cette borne supérieure inaccessible. 


nn Lee 
2. La fonction sin — est définie, sauf pour x — 0 ; on lui donne, pour 
. 


compléter sa définition, la valeur 0 pour x — 0. Prouver : r0) que cette 
fonction est discontinue pour x == 0 et que son oscillation en chaque 
point est égale à 2; 20) que cependant, dans tout intervalle compre- 
nant le point 0, la fonction ne peut passer d’une valeur à une autre 
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. 


3. On définit la fonction + (x) en posant (x) = k quand x est 
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rationnel et égal à une fraction irréductible + p : g et ® (x) — 0 quand 
+ est 1rrahionnel. Prouver : 1°) que v (x) est continue pour toute valeur 


irrationnelle de x; 20) discontinue pour toute valeur rationnelle ; 
30) que l’oscillation est égale à la fonction elle-même. 

Cet exemple prouve qu'il existe des fonctions telles qu’il y ait, 
dans tout intervalle si petit qu'il soit, une infinité de points où elles 
sont continues et une infinité d’autres où elles sont discontinues. 


4. On peut définir la continuité en un point et dans un intervalle 
(a, b) comme au n° 24, mais en ne donnant à la variable indépendante 
x que des valeurs rationnelles. Ceci posé, soit / (x) une fonction définie 
pour les valeurs rationnelles de x seulement, et continue pour toutes 
. ces valeurs dans l'intervalle (a, b). Existe-t-il une fonction F(x), conti- 
nue pour toutes les valeurs réelles de x dans l'intervalle (a, b) et qui 
coïncide avec f(x) pour x rationnel ? 

R. Oui, si la continuité de (x) est uniforme [c’est à dire si la pro- 
priété IV du nc 27 s'applique à j(x)] ; non dans le cas contraire. On le 
prouvera en montrant que, dans le cas de l’affirmative, f(x) tend vers 
une limite déterminée EF («) quand x tend vers une valeur irration- 
nelle «. 


$. 4. Fonctions de plusieurs variables réelles. 


28. Des variables, des fonctions et de leurs limites. — Si les valeurs 
que reçoit la variable u dépendent des valeurs qu’on attribue à 
plusieurs autres variables x, y,... on dit que u est une fonction 
de ces variables et l’on écrit u — f(x, y,.….). La fonction est 
uniforme, ou univoque, ou à détermination simple, —multiforme, 
ou plurivoque, ou à déterminations multiples, selon qu’elle est 
susceptible d’une seule ou bien de plusieurs valeurs pour 
chaque système de valeurs de x. y, La fonction est a/gébrique 
ou transcendante, rationnelle ou irrationnelle, implicite ou ex- 
plicite comme dans le cas des fonctions d’une seule variable. 

On dit que les variables x, y, varient dans le domaine rec- 
tangulaire D limité par les valeurs à, et a, de x, b, et b, de y, 
lorsqu'on peut donner à x, y, respectivement toutes les va- 
leurs comprises entre ces limites et, de plus, ces valeurs-limites 
elles-mêmes. Les points où l’une des variables au moins prend 
une de ses valeurs-limites forment la frontière du domaine D. 
Les autres points sont intérieurs au domaine J). 

Plus généralement, les variables x, y, peuvent prendre 
tous les systèmes de valeurs qui satisfont à certaines inégalités 
de la forme F (x, y,..) > 0 où F est continue. On dit encore, 
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dans ce cas, qu’elles varient dans un domaine D, défini par ces 
conditions. Sur la frontière du domaine une des inégalités se 
change en égalité. 

Lorsque les variables (> Y,...) varient dans un domaine D, la 
fonction f(x, y,..…) peut être bornée supérieurement et infé- 
rieurement. Dans ce cas, ses bornes supérieure et inférieure 
et son oscillation se définissent comme dans le cas des fonctions 
d’une seule variable. 

Ce que nous avons dit (n° 22) de ces divers éléments, dans le 
cas où l’on considère le partage d’un intervalle en plusieurs 
autres, peut évidemment se répéter si l'on considère le partage 
en plusieurs autres d’un domaine D. 


29. Représentation géométrique. — Quand on considère deux 
variables x et y seulement, leur variation simultanée se repré- 
sente géométriquement par le déplacement d’un point M du plan 
qui à pour coordonnées rectangulaires x et y. Le domaine D 
limité par les valeurs à, et a, de x; b, et b, de y est alors figuré 
par le rectangle dont les côtés ont pour équations x — a,, 
x = a, et y = b;, y = b,. Quand x et y varient dans ce domaine, 
le point représentatif du système peut prendre toutes les posi- 
tions comprises dans l’intérieur et sur le contour du rectangle. 
Par allusion à cette représentation, un système de valeurs de 
x et y s’appelle un point, le système a, b le point (a, b}, etc. La 
représentation géométrique s’étend au cas de trois variables à 
condition de considérer le déplacement du point M dans l’es- 
pace. Dans ce cas, un domaine rectangulaire est figuré par un 
prisme rectangle. 

Plus généralement, dans le cas de deux variables, on peut 
faire varier le point x, y dans la portion du plan limité par un 
contour fermé. Le domaine D comprend alors tous les points 
de la courbe frontière et de la région intérieure. 

Dans le cas de trois variables, le point x, y, z peut varier 
dans un domaine D limité par une surface fermée. Cette surface 
est la frontière du domaine. 

Au delà, la représentation géométrique fait défaut, mais il 
est commode d'étendre la terminologie au cas général, le point 
variant alors dans l’hyperespace. 
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30. Définitions relatives à la continuité. — Une fonction f(x, Y,...) 
est continue au point (a, b,...) si f(x, y,...) a pour limite f(a, b,..….) 
quand X, y, tendent respectivement vers a, b... d'une manière 
quelconque, c’est-à-dire quand|x —a|+]|y—b|+... tend 
vers 0 ; ou, ce qui revient encore au même, si l'oscillation de 
f(x, y,..…) dans le domaine infiniment petit limité par les 
valeurs a + e de x, b + n de y, a pour limite 0 quand e, n.… 
tendent vers 0. 

La fonction f(x, y,..….) est continue dans un domaine D si elle 
est continue en tout point intérieur à ce domaine et en tout 
point de sa frontière. Seulement, sur la frontière du domaine D, 


la condition de continuité, exprimée par l'équation 
Lane a fin x, dim: 


est seulement relative au cas où les variables tendent vers leurs 
limites sans sortir du domaine D. 

La fonction est continue dans le voisinage d'un point (a, b,...) 
lorsqu'elle est continue dans un domaine suffisamment petit 
comprenant ce point dans son intérieur (au sens étroit). 

Lorsqu'une fonction n’est pas continue au point (a, b,...), elle 
est discontinue en ce point. 

D’après ces définitions, une fonction peut être continue par 
rapport à chaque variable x, y,... variant seule, sans l’être par 
rapport à l’ensemble de ces variables. 


81. Continuité des fonctions composées. — I. La somme, le pro- 
duit, le quotient de deux fonctions continues sont des fonctions 
continues, sauf si une fonction prise comme diviseur s'annule. 

La démonstration est la même que pour les fonctions d’une 
seule variable (n° 25). 

II. Siu,v..., sont des fonctions continues de x, Ya, el si 
F (u, v,...) est une fonction continue de u, v,..., F sera aussi 
fonction continue de x, y... 

Tusons tendre XVe 07... ét soient 1,0... les 
valeurs de u, v,... en ce point. Les fonctions étant continues, 


on aura effectivement : 
LD D (0 0 CREME MEN n.-J— F'(lo, D,,...). 


De là, nous concluons encore que les fonctions composées de 
plusieurs variables ne peuvent devenir discontinues que si l’une 
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des fonctions composantes devient discontinue ou si l’on doit 
faire une division par zéro. Ce résultat généraiise celui obtenu 
au n° 25 et le renferme comme cas particulier. 


32. Convergence uniforme. — Soit f(x, y, z,...) une fonction de 
plusieurs variables. Il se peut qu’elle tende vers une limite 
déterminée + (y, z,...) quand on fait tendre x vers une valeur 
particulière a. On dit que f(x, y, z,...) converge uniformément 
vers sa limite dans un domaine déterminé y, 3, si, à tout 
nombre positif e, correspond un nombre à, INDÉPENDANT DE y, 
3,..., tel qu'on ait 


(1) RCE mnt A 4 A0 

sous la seule condition | x—a | < à, et cela dans tout le domaine 
Y, 3,.. Considéré. 

La fonetion f(x, y, z,...) peut aussi converger vers une limite 
o (y, 3...) quand x tend vers l'infini. Pour que la convergence 
soit uniforme, il faut qu’à tout nombre e corresponde un nom- 
bre N INDÉPENDANT DE Y, 3,..., tel que la relation (1) ait lieu sous 
la seule condition x > N dans tout le domaine y, z,... considére. 

Ainsi, par exemple, la fonction 


I 
D sals 4 


a pour limite 0 quand x tend vers l'infini, et cela pour chaque 
valeur de y, mais la convergence n’est pas uniforme si y peut 
varier d’une manière quelconque, car, quelque grand que soit 
x, on peut encore choisir y de manière à rendre la fonction 
aussi grande qu'on veut. 


S 5. Fonctions élémentaires *. 


33. Exposants fractionnaires. — Dans sa signification primitive, 
un exposant indique le nombre des facteurs égaux d’un produit : 


(*\ Les définitions des fonctions exponentielle et logarithme appar- 
tiennent aux éléments de l'algèbre. Ces définitions et les propriétés fon- 
damentales de ces fonctions sont déjà familières à ceux qui abordent 
l'étude de l'analyse infinitésimale. En les rappelant brièvement ci-des- 
sous, notre but esi de les rattacher aux principes généraux et de faire 
saisir dans son ensemble la chaine des déductions qui y conduisent. 
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x” désigne le produit de m facteurs égaux à x. On généralise 
déjà en algèbre élémentaire la notion des exposants par la défi- 
nition des exposants fractionnaires et négatifs. Si a désigne un 
nombre positif quelconque, l’équation x”? — à, où n est un entier 


positif, a une racine positive et une seule que l’on appelle la 
j 1 
racine arithmétique nt” de a. On la représente par ?Va ou a”. 
m 
On posé ensuite, par définition, a = #\/a7, x — 1, XE4— —, 


a désignant une fraction quelconque. Ces définitions suffisent 
pour établir, sans aucune difficulté, toutes les règles du calcul 
des exposants rationnels positifs et négatifs. Nous supposerons 
ces résultats acquis dans les éléments. | 


34. Fonction exponentielle. — Soit à un nombre positif, la défi- 
nition de la fonction a® résulte de celle des exposants fraction- 
naires pour toutes les valeurs rationnelles de x. Lorsque x 
varie sans cesser d'être rationnel, la fonction a% est continue 
pour chaque valeur de x et elle varie en croissant de 0 à 1 et de 
1 à © quand x lui-même varie dans le même sens de — & à 0 et 
de 0 à æ. Cette propriété permet de définir, par un passage à la 
limite, la fonction a? pour les valeurs irrationnelles de x et de 
donner, par conséquent, la définition des exposants irration- 
nels. Si «x est irrationnel, a* est la limite de a? quand x tend 
vers à sans cesser d’être rationnel. La fonction a? se trouve 
maintenant définie pour toutes les valeurs réelles de x, elle est 
encore constamment croissante avec x et continue pour toutes 
les valeurs de cette variable. 

Les propriétés essentielles de la fonction exponentielle sont 
exprimées par les équations 


at a = at + y, (a ne} = am», 


Celles-ci se démontrent directement dans le cas des exposants 
fractionnaires et elles s'étendent, par un passage à la limite, 
au cas des exposants irrationnels. Nous supposerons encore ces 
résultats acquis dans les éléments. 


35. Fonction logarithme. Puissance quelconque. — Soit a un nom- 
bre > 1 ; le logarithme d’un nombre positif m, dans le système 
de logarithmes dont la base est a, est l’exposant auquel il faut 
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élever a pour reproduire m. Tout nombre positif m a un loga- 
rithme et un seul dans la base a, car, a? croissant de 0 à æ 
quand x croît de — æ à + æ, l’équation a? = m à une racine et 
une seule. Nous représenterons cette racine par Log, x. 

La fonction Log,x est définie par là pour toutes les valeurs 
réelles et positives de x sauf x — 0 ; elle croît successivement 
de — æ à 0, de 0 à r et de x à l'infini, quand x lui-même eroît 
de0ùàrderàaet de a à l'infini. Elle est continue pour toutes 
les valeurs de x sauf x = 0. 

Les propriétés fondamentales du logarithme correspondent à 
celles de l’exponentielle a, elles sont exprimées par les équa- 


tions : 
Log, x + Log, y — Loge XY, Log, x — m Log, x. 


Lorsque la variable x est positive, une puissance, x®, est deé- 
finie par ce qui précède pour toutes les valeurs réelles de a. 
On a, en effet, le logarithme étant pris dans la base A, 


XA — [ À Log æ]a — Aalogæx 


Cette fonction s'exprime donc par les fonctions exponentielle 
et logarithme. Elle est continue pour toutes les valeurs posi- 


tives de x. 


36. Logarithmes naturels. Nombre e. — Les logarithmes naturels 
sont ceux qui ont pour base le nombre e que nous allons défi- 
nir. Comme on le verra, ce sont ceux qui se présentent le plus 
naturellement dans le calcul différentiel et nous n’en aurons 
guère d'autre à considérer. Nous conviendrons de désigner par 
Log, x le logarithme de x dans la base À, et par Log x (sans in- 
dice) son logarithme naturel. 

On définit d’abord le nombre e comme limite de l'expression 


6 
quand n est un entier qui tend vers l'infini, et cette limite est 


finie et déterminée, car nous allons montrer que cette expres- 
sion est croissante et bornée. 

Elle est croissante, car elle se développe par la formule du 
binome dans une somme de n + 1 termes : 
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RAD Tr, qRem=ptdr ,. 


I 
RUES 1.2 n° Tan n? 
I I 
da à +i+i(i-:) + | 
; APE aa ax 
LT p En) Ve je (x n )+.. 


Or le nombre des termes augmente avec n et chaque terme 


aussi. 
Ensuite l’expression est bornée, car le terme de rang (p + 1): 
‘(écrit en dernier lieu) est moindre que 


l'E 
12 DU 


et la somme entière, moindre que 
17 PT I 
I —- A DATE UT < 9. 
Donc le nombre e est compris entre 2 et 3. Nous apprendrons 
plus tard le moyen de le calculer. Sa valeur approchée est 


e — 2,7 1828 1828 459045 … 


THÉORÈME. — Plus généralement, « tendant vers 0 d’une ma- 
nière quelconque, on a 


1 
lim (1+ a) — e. 
a—= 0 


En effet, si « est positif, I : « est compris entre deux entiers 
consécutifs n et n + 1 qui augmentent à l'infini, et l’on a 


RS CD 


1 ; 
Donc (1 + «)* est compris entre deux quantités qui ont pour 
limite e : 


GC) » CHE) 


Si a est négatif et > — 1, on pose I + « = 1 : (1 + B), de sorte 
que $ tend vers 0 en restant positif, et l’on a 


+ L 
+) (1 +8) Ÿ = (1 + B) (x + B}P, 


ce qui rameéne au cas précédent. 


Ce 


er) 
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37. Fonctions circulaires directes. — Les fonctions trigonomé- 
triques sont définies dans les éléments par des considérations 
géométriques. Nous supposerons connues leurs propriétés les 
plus élémentaires. 

Toutes les fonctions trigonométriques peuvent se définir au 
moyen de l’une d'elles, considérée comme fondamentale, par 
exemple sinx, au moyen des formules : 


._ (T Sinx T 
COSX = SIN | ——X }, gx — ; cotx = tg| —— x |}, 
2 : COSX 2 
I 
sec x = y à COSCCX = 
COSX Sin x 


Dans toute l'étendue de ce cours, les angles sont supposés 
mesurés par la longueur de l’arc qu’ils interceptent sur la cir- 
conférence de rayon un. Dans les formules précédentes, x dé- 
signe donc un arc de cercle. 


38. Fonctions circulaires inverses. — Les fonctions circulaires 
étant périodiques, reprennent la même valeur pour une infinité 
de valeurs de la variable. Donc leurs inverses, ayant une infinité 
de valeurs pour chaque valeur de la variable, sont des fonctions 
à déterminations multiples. Nous allons montrer toutefois que 
l’on peut associer ces valeurs entre elles, de manière à définir 
une infinité de fonctions distinctes, dont chacune sera uniforme 
et continue et constituera une branche de la fonction. 

1° La fonction y == arc sin x est la fonction inverse du sinus, 
c’est la fonction implicite y définie par l'équation 


XeIS118. 
x TOSRONRTE L 
Quand y croît de — eue 5 * passe une seule fois par cha- 


cune des valeurs comprises entre — 1 + 1. Donc, à chaque va- 
leur de x dans l'intervalle (— 1, + 1), ne correspond qu’une 


71 
seule valeur de y dans l'intervalle (Es : . } Nous dirons 


que cette valeur est la valeur principale de are sin x. 


La valeur principale de arc sin x varie d’une manière conti- 


a \ T « T A Lt 
nue avec x et elle croît de — ie + = quand x croit de — 1 à 


+ x ; elle définit la branche principale de la fonction et nous 
considèrerons celle-là chaque fois que le contraire ne sera pas 


dit expressément. 
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La fonction arc sin x a une infinité d’autres branches. Mais 
il est facile de les ramener à la principale. En effet, les seules 
valeurs qui laissent sin y invariable s’obtiennent en changeant 
y en x — y ou en ajoutant à ces deux arcs un nombre k entier 
(positif ou négatif) de circonférences. Donc toutes les autres 
valeurs de l’arc sinus s'expriment au moyen de la principale 
par les deux formules : 


y =arcsinx+2kr, y =(r—arc sin x) + 2kr, 


où l’on donne à arc sin x sa valeur principale. En même temps, 
chacune de ces formules définit, pour chaque valeur de k, une 
branche distincte de la fonction. | 

La fonction arc sin x n’a de sens jusqu'ici que si x est com- 
pris dans l'intervalle (— 1, + 1) ; en dehors de cet intervalle, 
l'expression arc sin x ne représente plus rien. 

2 La fonction y — are cos x se ramène à la précédente par 
les relations : 


. T 
X COD SIN (& —y), 


T : 
5 — Ÿ = arcsin x, 


T 5 
arc COS x = > — arc sin X. 
La valeur principale de arc cos x s'obtient par cette formule 
en donnant la sienne à arc sin x. C’est une fonction uniforme 
et continue de x, qui varie de x à 0 quand x varie de — 1 à + 17, 


et c’est la branche principale de la fonction. Les autres branches 
s’obtiennent en fonction de la principale par les formules : 


y = 2k7 + arc cos x, y =2k7r— are cos x. 


Comme l'arc sinus, l’arc cosinus n’a de sens que si la variable 
est comprise dans l'intervalle (— 1, + x). 

3° La fonction y = arc tg x à, pour chaque valeur de x, une 
valeur et une seule satisfaisant aux conditions : 


T T 
Ts Se ATCULSX< — : 
2 2 


C’est sa valeur principale, qui définit la branche principale 


u e À, 7 Le T A Lt 
de la fonction. Elle croît de — 5 à + 4 quand x eroit de — œ à 


36 FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 


+ w. Les valeurs de l’arc pour lesquelles la tangente reprend 
la même valeur diffèrent entre elles d’un multiple de x ; donc 
les autres branches de la fonction arc tg x s'expriment, au 
moyen de la première, par la seule formule 
y = arc tg x + kr. 
4° Les autres fonctions inverses se ramènent aux précédentes 
par les formules, correspondant aux trois dernières du n°37 : 


T 
arc Cot x = 3 — arc bg X, 


I 
arc sec x —= arc cos vi 


fx ME 
arc cosec x = arc sin . 


EXERCICES. 


1. Toute fonction f(x) qui reste bornée dans l'intervalle (0, e) et qui satis- 
fait, pour loutes valeurs réelles de x et de y, à la relation 


f(x +3) = f(x) + fo) 
est de la forme f(x) — ax, a constant (es peut être aussi petit qu'on veut). 


En raisonnant de proche en proche, on déduit d’abord de la relation 
donnée que l’on a , " et » étant des entiers quelconques, 


(mx +n)= mjtx) + nf (). 
Prenons »# > 1 :e; faisons varier * d’une manière quelconque dans 
» I : > : + : , 
l'intervalle (o mn) et faisons tendre l’entier # vers l'infini. La variable 


mx + n — € tendra vers l'infini d’une manière arbitraire et l’on déduira 
de l’équation précédente, puisque (x) reste bornée par hypothèse, 


ROIS Fe JE MAN ENS 


É=eNco MAMIE mx + Ke. 


Prenons ensuite # — 0 et faisons tendre » vers l'infini ; on déduira 
de la même équation, en tenant compte du résultat précédent, 


f(x) lim f(x) Pre 


X m —= mx 


2. La seule fonction qui veste bornée dans l'intervalle (0, €), qui n'est pas 
constamment nulle et qui satisfait pour toute valeur de x à l'égalité | 


fat» =f@f0) 
est la fonction f(x) — A*, À constant. (Quelque petit que soit &). 
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On déduit d’abord de cette relation f(2x) = f(x}?, f{e) = f(x) f(e — x) ; 


donc : 1° f(x) est toujours positif; 20 si /(e) n’est pas nul, la limite 
inférieure de f(x) est > 0 dans l'intervalle (0, &). 

On posera donc Log f(x) = # (x), # (x) sera borné dans l'intervalle 
(0, ) et on appliquera la propriété de l’exercice précédent, 


On remarquera : 1° que, dans ces théorèmes, on ne postule pas la 
continuité de la fonction ; 20 que, si l’on ne considérait que les valeurs 
rationnelles de x, il serait inutile de supposer d'avance f(x) borné. 


S 6. Nombres complexes. 


39. Notation du nombre complexe. — On donne le nom de nom- 
bre complexe ou imaginaire à l’ensemble de deux nombres réels 
a et b, rangés dans un certain ordre, et l’on représente et 
ensemble par la notation 

a +- bi. 

Les expressions de cette forme sont soumises à des règles de 
calcul conventionnelles. C’est dans l’énoncé de ces règles que 
consiste la définition mathématique des quantités complexes. 
Le symbole i n’a aucun sens par lui-même, il sert seulement à 
maintenir séparés l’un de l’autre les deux nombres a et b qui 
jouent un rôle différent dans les opérations que nous allons 
définir. Le signe + sert à marquer la connexion des deux nom- 
bres a et b et son emploi se justifiera de lui-même un peu plus 
loin. 

Le calcul des quantités complexes repose sur les huit conven- 
tions suivantes que nous indiquerons en les numérotant : 


40. Premières conventions. — La première convention est rela- 
tive à l'égalité. On écrit 
(1) a+bi= a! + bi, 


si l’on a séparément a = a et b — b'. de sorte qu’une équation 
entre quantités complexes revient à deux équations entre quan- 
tités réelles. 

Les trois conventions suivantes, où la notation elle-même 
joue un rôle essentiel, sont exprimées par les trois équations : 


(11) a+0i=a, 
(111) 0 + bi = bi, 
(IV) O + ri — i. 
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Elles font rentrer respectivement dans l’ensemble des quan- 
tités complexes les quantités réelles, les expressions de la 
forme bi que l’on appelle purement imaginaires et enfin le sym- 
bole i lui-même que l’on appelle l’unité imaginaire. 

Les quantités réelles rentrant maintenant dans les quantités 
complexes, il faudra prendre soin, dans les définitions sui- 
vantes, de n’introduire aucune règle qui contredise celles déjà 
établies pour les quantités réelles. | 

La règle II montre qu’une quantité imaginaire n’est nulle ou 
égale à zéro que si l’on a séparément : 


DEA D=0; 


La quantité réelle et positive Va? + b? s’appelle le module de 
la quantité (a + bi) et se représente par | a + bi |. Un nombre 
complexe est nul si son module est nul et seulement dans ce cas. 


41. L'addition et la multiplication sont définies par les équations 

(V) (a + bi) + (a! + b'i) = (a + a!) + (b + b'}i, 

(VI) (a + bi) (a! + b'i) = (aa! — Bb") + (ab! + a'bj)i, 
que l’on esten droit de poser, car elles se réduisentàdes identités 
quand leurs termes sont réels. Donc la somme et le produit de 
deux nombres complexes sont de nouveaux nombres complexes 
entièrement déterminés. Il est à peine nécessaire de faire re- 
marquer que ces définitions sont faites de manière à conserver 
les propriétés commutative, associative et distributive, qui 
correspondent aux relations : 


a+ B—B+0, 
(a +B)+y= a+(8 +7), 


aux relations analogues dans la multiplication et à l’équation 


af + y) = af + ay. 

Les équations V et VI donnent lieu à des cas particuliers 
remarquables : 

1° Eu égard à II et IT, l'équation V montre que a + bi est la 
somme des deux nombres a et bi. Le nombre a est la partie 
réelle de a + bi et le nombre bi est sa partie imaginaire. 

20 Eu égard à IV, l'équation VI montre aussi que bi est le 
produit des deux nombres b et 1. 


Il résulte de là que l’emploi des signes d'opération dans la 
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notation du nombre complexe a + bi ne peut prêter à aucune 
confusion. 

3° Si l’on fait, dans l'équation VI, a -= a! — 0 et b — b' = 1, 
elle se réduit à 

= —I. 

Donc tous les calculs relatifs à l’addition et à la multiplica- 
tion des quantités complexes pourront se faire par l’application 
des règles du calcul algébrique habituel, à condition de traiter 
le symbole i comme une quantité dont le carré serait égal 
à — 1. Cette propriété explique comment il se fait que le nom- 
‘bre i se soit introduit en algèbre sous la forme \V — 1. L'usage 
que l’on à fait de cette notation sans la définir à fait considérer 
parfois l’existence des quantités complexes comme une sorte de 
paradoxe. 

4 Si l’on fait, dans l'équation VI, a! — a et b' — — b, elle 
donne 

(a + bi) (a — bi) = a? + b?. 

Deux quantités complexes qui ne diffèrent que par le signe 
de la partie imaginaire sont dites conjug'uées. On voit que le 
produit des deux quantités conjuguées est réel et positif et égal 
au carré du module de chacune de ces deux quantités. La quan- 
tité a° + b? s'appelle aussi la norme de la quantité complexe 
a + bi. 


492. La soustraction et la division sont, par définition, les opéra- 
tions inverses de l’addition et de la multiplication. 

Soustraire (a! + b'i) de (a + bi) c’est déterminer le nombre 
x + yi qui vérifie la condition 

(a + bi) = (a! + b'i) + (x + yù) = (a! + x) + (D! + yji. 

Ce nombre x + yise représente par (a + bi) — (a' + b'i). On 
aura douc, par la définition de l’égalité, 

(VIT) (a + bi) — (a! + D'i) = (a — a) + (b — Di 
et cette équation définit la soustraction. 

Diviser (a + bi) par (a' + b'}i c'est trouver un nombre x + yi 
appelé quotient qui vérife la condition 

(a + bi) = (a+ b'i) (x + yù, 


ou, en multipliant les deux membres par a! — b'i, 
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(a + bi) (a! — 8) = (a? + Bb?) (x + yù. 


pi 
Le quotient se rene par se et l’on à 


a! - + L b'i 
a + bi aa' + bb' ba' — ab' 
(VIN NE ne 
a! + b'i a? + D a? + b”? 
Cette équation définit la division. Elle montre que la division 
est toujours possible et conduit à un résultat unique et bien 
déterminé pourvu que le diviseur ne soit pas nul. 


43. Théorème. —- Si, dans une somme, un produit, une diffé- 
rence, un quotient de nombres complexes, on remplace chaque 
terme par son conjugué, les résultats seront aussi remplacés par 
leurs conjugués. C’est ce qui résulte immédiatement des for- 
mules précédentes. Donc, dans toute relation entre quantités 
complexes qui ne comporte que les quatre opérations ration- 
nelles, il est permis de remplacer i par — i. 

Soit, par exemple, l’équation 

(a + bi) (a! + b'i) = (aa! — bb) + i (ab! + ba’) ; 
en la multipliant membre à membre avec sa conjuguée, on trouve 
(a? + b?) (a? + D?) = (aa! — bb'}* + (ab! + ba} 

Donc le module (la norme) d'un produit est égal au produit 

des modules (des normes) de chaque facteur. 


On conclut de là qu’un produit de plusieurs facteurs s’annule 
seulement si l'un des facteurs est nul. 


4.4. Théorème. — Le module d’une somme ne peut pas surpas- 
ser la somme des modules de chaque terme. 

Ce théorème se vérifie d’abord pour les deux nombres 1 et 
(a + bi), c’est-à-dire que l’on à 


1 + Va? + D? > Vi + a} + b?. 
En effet, élevée au carré, cette relation revient à la suivante 
2? + b? & 2a, 


qui est apparente et dars laquelle l’égalité ne peut avoir: lieu 
que si b est nul et a positif, donc a + bi réel et positif. 

Ensuite la démonstration s'étend au cas général. En effet, 
soient « et «! deux nombres différents de zéro, et $ leur quotient 
«':a:0na 
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D LP EC 2 EU CR 
Poele ie Qt PURE 
Donc | « + 4’ | sera inférieur à | 4 | + | «! | sauf si 8 est réel 


et positif. 


D'autre part, le module d’une somme est au moins égal à la 
différence des modules de ses deux termes, car les deux relations 


RS en CAES 
[ata|>/]al—lxl], 


se ramènent l’une à l’autre par le changement de à en &« F «'. 


45. Représentation géométrique des quantités complexes. — La 
quantité complexe (a + bi) se représente géométriquement par 
une droite de longueur et de direction déterminée, menée à 
partir d’une origine arbitraire, et ayant comme projections 
suivant deux axes rectangulaires les quantités a et D. 

Si cette droite est menée à partir de l’origine des coordon- 
nées, son extrémité M a pour coordonnées rectangulaires a et b. 
Le point M s'appelle l’affixe (Caucay) de la quantité complexe 
et peut aussi lui servir de représentation géométrique. 

Les coordonnées polaires r et 8 de l’affixe M jouent un rôle 
important dans l’étude de la quantité complexe. Elle sont défi- 
nies par les relations a = r cos 0, b = r sin 8 ; d’où 


r — Va? + b?, cos À = 


, b 
; sin 0 — FT 


Le rayon vecteur r est le module de la quantité complexe. 
L’angle 6 s'appelle son argument, il n’est déterminé qu'à un 
multiple près de 27 quand a et b sont donnés. 

Cette représentation géométrique et la considération du mo- 
dule et de l’argument ont un intérêt particulier dans les diverses 
opérations précédemment définies. 

La somme de plusieurs nombres complexes est représentée 
géométriquement par la résultante des droites représentatives 
de ses termes. 

Si l’on fait le produit et le quotient de deux nombres com- 
plexes 

a + bi= r (cos 0 + i sin À) 
a+ b'i= r'(cos 0! + à sin 8"), 
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on trouve, par les propriétés connues des fonctions trigonomé- 
triques, 
(a + bi) (a! + b'i) = rr' [cos (8 + 0’) + à sin (6 + 4')], 
a + bi ri 2e 
PTE F7 | cos (6 — 6!) + à sin (0 — v |. 

Donc le module d’un produit est égal au produit des modules 
de ses facteurs et son argument à la somme de leurs arguments ; 
le module d’un quotient est égal au quotient des modules de ses 
deux termes et son argument à la différence de leurs arguments. 


$ 7. Variables complexes et fonctions rationnelles 
d’une variable complexe. 


46. Variables complexes. — Si x et y sont deux variables 
réelles, x + yi est une variable complexe. 

Si x et y ont respectivement pour limites a et b, on dit que 
x + yi a pour limite a + bi et l’on écrit 


lim (x + yi) = a + bi. 


La condition nécessaire et sufjisante pour que x + yi ait pour 

limite a + bi est que la quantité 
| (x + yi) — (a + Bi) | = VX — a} + (y — BY 
ait pour limite 0. 

Cette condition est suffisante, car, si ce radical tend vers 
zéro, chacune des quantités de valeur absolue moindre (x — a) 
et (y — b) aura pour limite 0. Elle est nécessaire, car ce radical 
tend aussi vers 0 avec (x — a) et (y — b). 

Le critère de convergence de Cauchy (n° 16) s'étend de lui- 
même aux variables complexes. 

La condition nécessaire et sufjisante pour qu'une variable 
complexe z qui passe par une succession illimitée de valeurs ait 
une limite finite, est qu'à tout nombre positif donné €, corres- 
ponde une valeur de z qui diffère de moins de e de toutes les 
suivantes. 

Les principes généraux relatifs à la limite d’une somme, d’un 
produit, d’un quotient de variables réelles (n° 18) s’appliquent 
evidemment aussi aux variables complexes. 

Une variablè complexe qui a pour limite 0 est dite infiniment 
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petite. Pour qu’une variable complexe soit infiniment petite, il 
est nécessaire et suffisant que son module soit infiniment petit. 


4". Polynome entier. — Soit z une variable complexe, et 


Î(2) = A2 + A,zti +... + A, 

un polynome de degré n à coefficients réels ou complexes. À 
chaque valeur de 3 correspond une valeur bien déterminée de 
ce polynome. On peut donc dire que ce polynome est une fonc- 
tion de la variable complexe z. De plus, c’est une fonction con- 
tinue pour toute valeur de z, ce qui veut dire que, si l’on fait 
tendre z vers une valeur particulière x d’une manière quel- 
conque, on aura la condition 


lim F(a) = f{a). 


On démontre, en algèbre, que le polynome f{z) peut toujours 
se décomposer en un produit de facteurs linéaires 


fa) = A (5 — 0)" (a — 8) …, 

les lettres «, B,... désignant des quantités réelles ou complexes 
et À, x... des entiers positifs. Le polynome ne peut s’annuler 
que pour les valeurs z — «, z == $,... que l’on appelle ses racines. 
Celles-ci sont simples ou multiples : les nombres X, u,... sont 
les degrés de multiplicité des racines respectives «, 6... La 
somme À + u +... est égale à n. On énonce cette propriété en 
disant qu’un polynome de degré n a toujours n racines. 


48. Fonction rationnelle. — Le quotient de deux polynomes, 


fo = 


est ce qu’on appelle une fonction rationnelle de z. Sa valeur est 
bien déterminée pour toute valeur de z qui n’annule pas le 
dénominateur. On à, d’après les principes rappelés plus haut 
(n° 46), 

lim f(a) = fo, 


sauf si « annule le dénominateur. Donc une fonction ration- 
nelle est continue, sauf pour les valeurs de 3 qui sont racines 
du dénominateur et qui rendent la fraction infinie. 
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Quand le dénominateur se réduit à une constante, la fraction 
se réduit à un polynome entier. On dit aussi qu’un polynome 
est une fonction rationnelle et entière de 3. 

L'expression P (3): Q (z) est une fraction proprement dite 
lorsque le degré du numérateur est moindre que celui du déno- 
minateur. Si P était du même degré ou de degré plus élevé que 
Q, en effectuant la division, on décomposerait P : Q en un 
quotient entier et une fraction proprement dite. 


$S 8. Des ensembles en général. Leur puissance. 


49. Puissance d'un ensemble. — Un ensemble est une collection 
d'objets ou d’éléments quelconques en nombre fini ou infini. Nous 
avons déjà parlé de l’ensemble des nombres entiers, de celui des 
nombres rationnels, réels... Mais on peut aussi considérer l’ensemble 
des polygones inscrits dans une courbe, l’ensemble des fonctions de x, 
l’ensemble des équations algébriques, etc. 


On dit que deux ensembles E et E; ont méme puissance (CANTOR) si 
l’on peut établir une correspondance parfaite ou uniforme entre les 
éléments des deux ensembles, de sorte qu’à chaque élément de l’un 
corresponde un élément de l’autre et réciproquement. 


S1 les deux ensembles sont finis, c’est-à-dire composés d’un nombre 
limité d'objets, l’idée de puissance se confond avec celle du nombre 
des objets. Une collection finie ne peut avoir le même nombre qu’une 
de ses parties ; au contraire, on peut établir une correspondance par- 
faite entre une collection infinie et l’une de ses parties. C’est ainsi, par 
exemple, que l’on peut établir une correspondance parfaite entre tous 
les nombres entiers et tous les nombres pairs, chaque nombre entier 
correspondant au nombre double : l’ensemble des nombres pairs a 
même puissance que celui de tous les entiers. 


Après les ensembles finis, les plus simples sont les ensembles 
dénombrables. 


50. Ensembles dénombrables. — 4) Un ensemble qui a la même 
puissance que celui des nombres entiers 1, 2, 3,... #,... est un ensemble 
dénombrable. C’est donc un ensemble dont on peut numéroter tous 
les éléments, car, à chaque élément, correspond un entier qui sera son 
numéro. Par conséquent, les éléments peuvent être distingués par un 
indice et rangés dans une suite illimitée 


U;; Ugo. Un ss 


analogue à la suite des entiers où chaque terme est précédé et suivi 
d’un autre. 
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b) Tout ensemble d'éléments u (r, 5, €) qui se distinguent par les valeurs 
d'un nombre limité de paramètres ou d'indices », 5,... € susceptibles de toutes les 
valeurs entières 1, 2,... n,..., est un ensemble dénombrable. 


Soit, en effet, r +s+...<+éi—»# la somme de ces indices ; il n’y 
a qu'un nombre limité d'éléments pour chaque valeur de » et on peut 
les numéroter ; on peut donc numéroter tous les éléments en commen 
çant par la plus petite valeur de # et en passant successivement aux 
valeurs plus grandes. 

En particulier, l'ensemble des nombres rationnels positifs est dénombrable, car 
ces nombres peuvent se mettre sous forme de fraction irréductible 
p:q—=u(p,g)et ils se distinguent par deux indices. D'ailleurs, l'en- 
. semble de tous les nombres rationnels est aussi dénombrable, en vertu du 
théorème suivant : 

c) L'ensemble formé par la réunion d'un nombre limité d'ensembles dénom- 
brables est dénombrable, car on peut numéroter d’abord tous les premiers 
éléments, puis tous les seconds, etc. — Plus généralement, l'ensemble 
formé par la réunion d'une infinité dénombrable d’ensembles dénombrables est 
dénombrable, car on peut désigner par # (m, n) le m'ëème élément du n‘# 
ensemble, de sorte que les éléments de l’ensemble total se distinguent 
par deux indices : celui-ci est dénombrable. 


d) Toute infinité d'éléments comprise dans un ensemble dénombrable est 
dénombr able. 

En effet, on peut ranger les éléments de l’ensemble partiel dans 
l'ordre où ils se rencontrent dans l’ensemble total (supposé dénombré). 


e) On ne change pas la puissance d'un ensemble non dénombrable, si l'on 
supprime une partie de ses éléments formant un ensemble dénombrable. 

Partageons un ensemble E non dénombrable en deux autres D et 
E’ dont D soit dénombrable : nous écrirons 


E = D + E. 


L'ensemble E' ne sera pas dénombrable, sinon E le serait aussi (c). 
Partageons arbitrairement E/ en deux ensembles D' et E/' dont D' soit 
dénombrable ; nous pouvons encore écrire 


E'— D'+ Ef, 
Soit (D + D') l’ensemble dénombrable (c) formé par la réunion de D 
et D'; il vient 
E—(D+D' +E", Hi D'ECT 


Donc E a même puissance que E!, car on peut établir une corres- 
pondance uniforme entre les deux ensembles D + D' et D’. 


f) Réciproquement, on ne change pas la puissance d'un ensemble non dénom- 
brable en lui ajoutant un ensemble dénombrable. 

En effet, l’ensemble somme n’est pas dénombrable, donc sa puis- 
_sance ne change pas quand on en retranche l’ensemble ajouté (ei. 
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* 
51. Ensembles qui ont la puissänce du continu. — a) Un ensemble 
qui a la même puissance que celui des nombres réels compris entre 
0 et 1, est un ensemble qui a la puissance du continu. 


L'ensemble des nombres compris dans un intervalle (a. b) quel- 
conque a la puissance du continu, car la relation # = a+ (b — a) y fait 
correspondre à tout nombre x de l'intervalle (4, b) un nombre y com- 
pris entre 0 et 1 et réciproquement. 


b) L'ensemble des nombres irrationnels de l'intervalle O1 a aussi la puissance 
du continu. 


En effet, la suppression de l’ensemble dénombrable des nombres 
rationnels ne change pas la puissance de l’ensemble des nombres entr 
0 et 1 ( n° So, det e). | 


c) Un ensemble qui a la puissance du continu n’est pas dénombrable. 


Considérons l’ensemble des nombres irrationnels de l'intervalle V1. 
Ils se développent chacun d’une seule manière en fraction continue 
illimitée (sans partie entière). Supposons, par impossible, que ces 
nombres puissent se ranger dans une suite dénombrable #;, #9,... 4n 
et soit, en général, 


La (A TR RE) 


le développement de x». On peut écrire immédiatement une fraction 
continue, de valeur irrationnelle < 1, 


X —= (b1, Re de Mais 


non comprise dans la suite, en prenant à, différent de 4,, à, différent 


de a, b, différent de 4%, Donc le dénombrement n’est pas com- 
plet : l’ensemble considéré n’est pas dénombrable. 


d) En réunissant deux ensembles (sans éléments communs) E et K; qui ont la 
puissance du continu, on forme un ensemble E + KE, qui a la puissance du 
continu. | 


En effet, on peut faire correspondre E aux nombres compris entre 
0 et 1, E, aux nombres compris entre 1 et 2 (1 exclu), alors E+E, 
correspond aux nombres de l'intervalle (0,2) : sa puissance est celle 
du continu. 


e) Plus généralement, l'ensemble formé par la réunion d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles (sans éléments communs) qui ont la puissance du continu, a 
encore la même puissance. | 


En effet, soient E;, E:,... FE, ,... ces ensembles; choisissons une suite 
de nombres croissants 41, 4:,... 4n ,.…. ayant une limite 6. Faisons cor- 
respondre E; aux nombres compris entre a, et 4, E; aux nombres 
compris entre a, et a; (a, exclu), et ainsi de suite ; l’ensemble somme 
correspondra aux nombres compris entre a et b (b exclu) ; il aura donc 
la puissance du continu. 


En particulier, l’ensemble de ous les nombres réels a la puissance du 
continu, puisqu'ils appartiennent à une infinité dénombrable d’in- 
tervalles consécutifs. 
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f) Tout ensemble d'éléments u( ai, a2,... an...) qui se distinguent par les 
valeurs d'une infinité dénombrable de paramètres, a, susceptibles des deux 
valeurs O ef x, a la puissauce du continu. 


On fait correspondre les éléments # aux nombres de l’intervalle 
(0,1) en écrivant ceux-ci dans le système binaire, lequel n’emploie que 
les deux chiffres 0 et 1. 


L'ensemble de toutes les fractions illimitées écrites avec 0 et 1, 


0," a145.. An... 


correspond bien uniformément à celui des éléments #, mais pas à 
celui des nombres de l'intervalle (0,1), car un même nombre rationnel 
. dont le dénominateur est une puissance de 2 admet deux représen- 
tations différentes en fraction illimitée (l’une avec une infinité de 0, 
l’autre avec une infinité de 1). Par exemple, 


0,100 210,010... 


L'ensemble des fractions illimitées correspond donc à l’ensemble 
des nombres de l'intervalle (0,1) avec, en plus, celui des nombres 
rationnels précédents. Mais celui-ci est dénombrable, de sorte que la 
puissance de l’ensemble des fractions, donc de l’ensemble des #, reste 
celle du continu (n° 50, f). 


g) Tout ensemble d'éléments u (x, %2,... #7...) qui se distinguent par les 
valeurs d’un nombre fini ou d'une infinité dénombrable de paramètres x 
susceptibles d'un ensemble de valeurs ayant la puissance du continu, a encore 
la puissance du continu. 

En effet, en vertu de , la valeur de x, peut se définir par celles (0 ou 1) 
d’une infinité dénombrable de paramètres correspondants : 


dr1, 4r2,.. rs, (un indice variable). 


Mais alors l'élément « (x1, #:,... x,,...) est défini par les valeurs 
(0 ou 1) de l'infinité. dénombrable (n° 50, c) des paramètres ar (deux 
indices variables), ce qui ramène au théorème précédent. 


52. Criterium d'égalité pour les puissances (*). — Sogent À et B deux 
ensembles ; si l’on peut faire correspondre à tous les éléments de À des éléments 
différents de B et à tous ceux de B des éléments différents de À, les deux 
ensembles ont même pmissance. Autrement dit, si À a même puissance qu'une 
parkie de B et B même puissance qu'une partie de À, les deux ensembles À et B 
ont même puissance. 

Désignons par bA la partie de À qui a même puissance que B et par 
À l’ensemble restant ; par 4B la partie de B qui a même puissance 
que À et par PB l’ensemble restant. Nous pourrons écrire 


A = bA + A, B=aB +pbB, 


(*) Les résultats des n° 52 et 53 ne seront pas utilisés dans la suite du cours. 
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et, bA ayant la puissance de B, il suffit d'établir que A et bA ont même 
puissance. 

Remarquons que tout ensemble A, qui a la puissance de À admet 
un partage qui correspond à celui de À, car, après avoir établi la 
correspondance entre À et À, on peut réunir dans un ensemble A, 
les éléments de À, qui correspondent à ceux de bA et dans un ensemble 
7B, les éléments de A, qui correspondent à ceux de 7A. En parti- 
culier, l’ensemble 4B peut ainsi se partager en deux autres, baB et 
yaB. À ce point de vue, on peut donc considérer b et 7 comme des 
symboles d'opération, applicables à tout ensemble de même puissance 
que À, et destinés à le partager en deux autres de mêmes puissances 
que bA et A. Entre ces deux opérations, on aura donc les relations 
symboliques : 

—Db +7, y = I — 0. 


De même, on peut interpréter les lettres a et p comme deux signes 
d'opération, applicables à tout ensemble de même puissance que B, 
par exemple bA, et fournissant respectivement deux ensembles abA 
et pbA de mêmes puissances que aB et pB respectivement. On aura 
encore 

I1=4+Pp, P—I— A, 


Ceci entendu, la démonstration est très simple. 

Nous pouvons former une suite illimitée d’ensembles ayant alterna- 
tivement mêmes puissances que À ou que B comme c’est indiqué 
ci-dessous : 

A, bA, abA, ababA,.… 


Chaque ensemble contient tous les suivants. Désignons par D 
l’ensemble (infini, fini ou nul) des éléments communs à toute la suite. 
On peut obtenir D, en supprimant dans A : d’abord les éléments 
étrangers à dA, puis les éléments de bA qui sont étrangers à abA, etc. 
Il vient 


DAS (A ODA NE UPA EE CRA) SRE 


Ces parenthèses sont alternativement des ensembles des types 7 
et p ; on peut donc écrire 


A = D + 7A + pbA + rabA + pbabA + … 


Supprimons A de part et d'autre et intervertissons les termes en 
et en p, il viendra, en observant que À — 7A est &A, 


bA = D + rabA + pbA + rababA + pbabA + … 


On voit ainsi que À et bA sont décomposés en une infinité dénom- 
brable d’ensembles ayant deux à deux même puissance. On établira 
la correspondance entre À et bA en faisant correspondre les éléments 
des ensembles de même rang dans les deux sommes écrites ci-dessus. 
Tous les éléments auront leurs correspondants. 
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————— 


53. Puissance de l’ensemble des fonctions. — Comme application du 
théorème précédent, montrons que l’ensemble des fonctions continues d’une 
variable a la puissance du continu. 


Une fonction continue de x est définie par les valeurs qu’elle prend 
aux points rationnels, donc par un ensemble dénombrable de para- 
mètres (soumis encore à certaines restrictions). La puissance de l'en- 
semble est donc au plus égal à celle du continu (n° 51, g). Elle ne peut 
être moindre, car, à chaque nombre différent N, on peut faire corres- 
pondre une fonction continue différente, prenant la valeur N pour 
x = a. Donc cette puissance est égale à celle du continu. 


. D'après cela, l’ensemble de toutes les fonctions continues d'une vartable peut 
étre compris dans une famille‘ F (x,c) à un seul paramètre arbitraire (chaque 
fonction correspondant à une valeur particulière du paramètre). 
Toutefois F(x, c) ne sera pas fonction continue des variables x, 6, 
car alors F(x, x) + 1 serait une fonction continue non comprise dans 


la famille (elle diffère de chaque F{x, c) pour # = c). 


Par contre, l'ensemble de toutes Les fonctions disconlinues de x a une puissance 
supérieure à celle du continu. En effet, il est impossible de les comprendre 
toutes dans une famille F(x, c) dépendant d’un paramètre c qui varie 
de 0 à 1, puisque F(x, x) + 1 n’est pas comprise dans la famille. 


S 9. Ensembles de points. 


54. Dimensions. Puissance des ensembles de points. — Soient x, y, 
des variables réelles. Chaque système de valeurs particulières de ces 
variables s'appelle un porut : les valeurs de #, y,... sont ses coordonnées. 
Un ensemble de points a autant de dimensions qu’il entre de variables dans 
la définition de ses points. L'ensemble est linéaire s’il n’y a qu’une 
variable, et les points sont alors situés sur une droite. Les points sont 
dans un plan s’il y a deux variables ; dans l’espace, s’il y en a trois; 
dans un espace à # dimensions, s’il y en a ». 


On peut considérer l’ensemble des points d’un carré dans le plan, 
celui des points d’un cube dans l’espace et, plus généralement encore, 
celui des points d’un cube dans l’hyperespace à # dimensions. On 
pourrait penser que la puissance de l’ensemble augmente avec ses 
dimensions, mais il n’en est rien. Tous ces ensembles ont la puissance 
du continu (n° 51, g), parce qu'ils sont définis par un certain nombre 
de paramètres (leurs coordonnées) qui varient dans un intervalle, par 
exemple entre 0 et 1. Donc le nombre des dimensions est sans influence sur la 
puissance (CANTOR). 


55. Bornes d'un ensemble de points. Point-limite. Ensemble dérivé. 
— Un ensemble est borné si chacune des coordonnées variables est 
bornée et les bornes des variables sont les bornes de l'ensemble. En par- 
ticulier, un ensemble linéaire est borné par deux valeurs & et b de x. 


Â 
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Soient (a, b,...) et (a', b',...) deux points et p'; on appelle distance 
des deux points la quantité 


PENCEEC EN UE E ES 


Si l’ensemble est borné, la distance de deux de ses points l’est aussi 
et elle a une borne supérieure que l’on appelle le diamètre de l'ensemble. 


Etant donnée une suite illimitée de points différents pi, po... fn... 
on dit qu’un point p est la limite de cette suite, si la distance ff, a pour 
limite 0 quand # tend vers l'infini. 


On nomme point-limite d’un ensemble E tout point p (appartenant ou 
non à E) qui est la limite d’une suite de points de E. Donc, sip estun 
point-limite, on peut, quelque petit que soit à positif, trouver un point 
de E dont la distance à p soit <0. Réciproquement, tout point p jouis- 
sant de cette propriété est un point-limite. 


Observons que, si l’on peut trouver un point de E dont la distance à p 
soit < à quel que soit à, on peut en trouver une infinité. C’est pourquoi 
on donne aussi aux points-limites le nom de points d’accumulation de 
l’ensemble. Les points de E qui ne sont pas des points-limites sont 
des points isolés. 


L'ensemble des points-limites de E est un nouvel ensemble que l’on 
désigne par E’ et que l’on appelle le dérivé de E. 


56. Ensembles complémentaires. Points-frontières. Distance d’un 
point à un ensemble. — Soit E un ensemble. Si cet ensemble ne con- 
tient pas tous les points possibles (dans l’espace considéré), les points 
qui n'appartiennent pas à E forment un nouvel ensemble E,;. Les 
deux ensembles Æ et FE, sont appelés complémentaires. 


Soit p un point de E, on dit qu'il est éntérieur à E et extérieur à E; 
si l’on peut assigner un nombre positif 6, tel que tout point p' dont la 
distance à p est <3 soit aussi un point de E. 


Tout point qui n’est ni intérieur ni extéricur à E ne l’est pas non 
plus à E,; et s'appelle un pornt-frontière de chacun des deux ensembles. 


Soit g un point non compris dans l’ensemble E; la distance du 
point g à un point quelconque p de E a une borne inférieure (qui peut 
être nulle). Cette borne c’est /a distance du point q à l'ensemble E. 


Si E et H sont deux ensembles sans points communs, la distance des 
deux ensembles est la borne inférieure de la distance entre un point de 
l’un et un point de l’autre. 


D’après cela, un point extérieur à E est un point dont la distance à E 
n'est pas nulle ; un point intérieur, un point dont la distance au complé- 
mentaire E, n’est pas nulle ; un pornt-frontière, un point de E ou de E; 
dont la distance à l’autre ensemble est nulle. Un point de E, dont la 
distance à E est nulle est un point-limite de E. Définissons une fonction 
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e (x, y...) égale à 1 en tout point de E, et à 0 en tout autre point : les 
points-frontières seront évidemment les points de discontinuité de 
cette fonction. 


Tout ensemble compris dans un domaine rectangulaire R et qui ne contient 
pas tous les points de ce domaine admet au moins un point-frontière. 


En effet, soient p et p! deux points du domaine dont le premier seul 
appartienne à E. Faisons varier le point (x, y.) en ligne droite de 
p à f':l1la fonction e(x, y,...), qui ne dépend que d’une variable sur 
cette droite, passera de r à 0. Comme elle ne passe pas par les valeurs 
intermédiaires, elle est discontinue en un point au moins de cette 
droite : celui-ci sera un point-frontière. 


5'7. Ensembles fermés. — On dit qu’un ensemble E est fermé s’il 
contient tous les points de son dérivé E!. 


Tout ensemble E! dérivé d'un autre E est fermé. | 
En effet, soient 28 un nombre positif arbitraire et p!/' un point-limite 
de E!. Je dis que £/' est: aussi un point-limite de E. En effet p/! est à 
une distance <Ô d’un point p! de E/, qui est lui-même à une distance 
<8 d’un point dé E. Donc £!' est à une distance < 28 d’un point de E 


et est un point-limite de E. Donc E, contenant ses points-limites, est 
fermé. 


58. Principe de Bolzano-Weierstrass. — Tout ensemble borné E qui 
contient une infinité de points, renferme au moins un foint-limite. 


Considérons, pour fixer les idées, un ensemble borné E à deux dimen- 
sions. On peut l’enfermer dans un rectangle R. Divisons ce rectangle 
en morceaux par des transversales : il y aura au moins un morceau R, 
contenant une infinité de points. Divisons, de même, R, en morceaux 
plus petits :il y aura encore un morceau R, contenant une infinité de 
points. Poursuivons indéfinitivement cette subdivision, de manière à 
former une suite illimitée derégions R,, R2, R:,... contenant toutes une 
infinité de points, chacune intérieure à toutes les précédentes et décrois- 
sant indéfiniment dans tous les sens. Ces régions auront évidemment 
un point pf pour limite. Ce point p sera à l’intérieur de toutes les 
régions R ou sur leur contour et ce sera un point-limite, puisqu'il y a 
une infinité de points de E aussi rapprochés de lui qu’on le voudra. 


59. Points de condensation d'un ensemble. — On appelle point de 


condensation (LINDELOF) un point p tel qu’il y ait une infinité non dénom- 
brable de points de E à une distance du point f inférieure à à, quelque 
petit que soit le nombre positif à. 


Tout ensemble de points E qui n'est pas dénombrable, admet au moins un 
point de condensation, qu'il soit borné ou non. 

Considérons, pour fixer les idées, un ensemble E à deux dimensions. 
On peut toujours supposer R assez grand pour que l’ensemble des 
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points de E compris dans un cercle de rayon R autour de l’origine ne 
soit pas dénombrable. Sinon, en donnant à R une suite dénombrable 
de valeurs R;, R:,... R,,... croissant à l'infini, on pourrait décomposer 
E dans une infinité dénombrable d’ensembles dénombrables, formés 
respectivement : le premier des points compris dans le cercle de 
rayon R1; le second, des points compris entre les cercles de rayons 
R, et R: ; le troisième, des points compris entre les cercles R; et R3, 
et ainsi de suite : l’ensemble E serait dénombrable. 


On est ainsi ramené à démontrer le théorème pour un ensemble 
borné. Il suffit, pour cela, de répéter la démonstration du théorème 
de Bolzano Weierstrass (n° 58) en remplaçant les mots : snfinité de points 
par é#nfinite non dénombrable de points et point-limile par point de condensation. 


GO. Ensembles parfaits. — On appelle ensemble parfait un ensemble 
qui coïncide avec son dérivé E'. D’après cela, un ensemble parfait est 
un ensemble fermé qui ne contient pas de point isolé. 


L'ensemble K des points de condensation d'un ensemble E non dénombrable, 
est un ensemble parfait. 


Il faut prouver : 1°) que K est fermé ; 2°) que K ne contient pas de 
point isolé : 

D'abord tout point-limite, f/, de K appartient à K, car il y a des 
points de K aussi voisins qu’on veut de D’, donc aussi une infinité non 
dénombrable de points de E, et £/ est un point de condensation. Donc 
K est fermé. 


29 Il faut montrer que tout point p de K n'est pas un point isolé. 
Soient Ô1, do... 0», une suite de quantités positives décroissantes 
ayant pour limite 0; supposons, par impossible, qu'il n’y ait pas 
d'autre point de condensation que p dans un rayon ô, autour de ce 
point. L'ensemble des points de E situés à une distance <Ô, du point 
p se partagera dans une infinité dénombrable d’ensembles dénom- 
brables, formés respectivement des points dont la distance à f est 
comprise entre 9, et d, entre d et 03, etc. Donc cet ensemble serait 
dénombrable et p ne serait pas un point de condensation de E. 


61. Théorème de Cantor-Bendixson. — Tout ensemble fermé F est dénom- 


brable ou peut se décomposer en un ensemble parfait P et un ensemble dénom- 
brable D. 


J'observe d’abord que F (supposé non dénombrable) contient tous 
ses points de condensation. En effet, tout point de condensation de F 
est évidemment un point-limite de F, donc un point de F (car F, 
étant fermé, contient ses points-limites). 


Soient donc P l’ensemble des points de F qui sont des points de 
condensation, et D l’ensemble des autres points de F ; P est parfait 
(n° 60) ; reste à montrer que D est dénombrable. 
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A cet effet, je remarque que, quelque petit que l’on se donne le 
nombre positif à, l'ensemble des points de E dont la distance à P 
(n° 56) surpasse à, est dénombrable ; sinon cet ensemble admettrait un 
point de condensation (n° 50), il renfermerait des points infiniment 
voisins de ce point de condensation (qui est un point de P) et sa 
distance à P ne serait pas > 0. 


Ceci posé, D peut se décomposer dans une infinité dénombrable 
d’ensembles dénombrables formés respectivement : le premier des 
points dont la distance à P surpasse à ; le second des points restants 
dont la distance à P surpasse à : 2 ;.. le n’é# des points restants dont 
la distance à P surpasse à : 2#, etc. On atteindra bien ainsi tous les 
points de D, car un point déterminé qui ne serait pas à distance finie 
de P serait un point-limite de P et appartiendrait non à D mais à P 
qui est parfait. Donc D est dénombrable. 


G2. Structure d’un ensemble parfait linéaire. — Un ensemble linéaire 
est un ensemble de points sur uné droite, ou un ensemble de valeurs 
d’une seule variable. Nous nous contenterons de considérer les 
ensembles bornés, ce qui ne porte pas atteinte à la généralité des 
conclusions. 


Soit P un ensemble borné et parfait, il sera borné par deux points 
a et b (a < b) qui lui appartiennent (car un ensemble parfait contient 
ses points-limites). Si P comprend tous les points de l'intervalle 4b ou, 
plus généralement, d’un nombre, fini et déterminé, d’intervalles com- 
pris entre a et b, l’ensemble est complètement défini par la connais- 
sance de ces intervalles. C’est l'hypothèse la plus simple. Supposons 
que ce ne soit pas le cas. 


Soit g un point de l'intervalle ab qui n'appartient pas à P ; ce point 
partage l’ensemble P en deux autres : un ensemble P, formé des points 
de P qui sont à gauche de g et un ensemble P; formé de ceux qui 
sont à droite de g. Les deux ensembles sont parfaits. L'ensemble P1 
a pour borne supérieure un point M de P et l’ensemble P2, pour 
borne inférieure un point N de P. Donc ni M ni N ne coïncide avec g ; 
et g tombe dans un intervalle MN dont les extrémités seules appar- 
tiennent à P. On dit que l'intervalle MN ainsi défini est un #rtervalle 
contigu à l'ensemble P (Barre). Tout point de l'intervalle 4b qui n’appar- 
tient pas à P est donc intérieur au sens étroit à un intervalle contigu 
à l’ensemble P. 


Ceci posé, l’ensemble des intervalles contigus à l’ensemble P est 
nécessairement dénombrable, car, comme ces intervalles n’empiètent 
pas, il n'y en a qu'un nombre limité dont l’amplitude surpasse un 
nombre donné. On s’en assure en remarquant que la somme de ces 
amplitudes ne peut surpasser celle de l'intervalle ab qui contient tous 
ces intervalles. Donc ces intervalles peuverit se dénombrer en les 
rangeant par ordre de grandeur décroissante. 
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De là le théorème de Cantor : 


Un ensemble parfait P s'obtient en supprimant de l'intervalle ab qui le con- 
lient tous les points INTÉRIEURS à un ensemble dénombrable d'intervalles MN 
sans points communs, el même sans extrémités communes (car P, étant parfait, 
ne peut contenir de point isolé). 


Réciproquement, si l’on supprime de l'intervalle ab tous les points intérieurs 
à une infinité dénombrable d'intervalles sans points communs ni extrémités 
communes, l’ensemble P Yestant sera parfait. 


D'abord il reste un ensemble de points P, puisque les extrémités 
des intervalles ne sont pas enlevées ; d’où il suit encore qu’un inter- 
valle qui ne renferme plus de points de P a été enlevé en une fois. 
Montrons que P est : 10 fermé ; 20 sans points isolés : 


10 Tout point étranger à P est snlérieur (au sens étroit) à un inter- 
valle enlevé et ne peut être un point-limite de P. Donc P est fermé. 


2° Un point isolé de P ne pourrait être que l'extrémité commune de 
deux intervalles enlevés. Donc P est sans points isolés. 


G3. Ensembles parfaits linéaires qui ne sont denses dans aucun inter- 
valle. — On dit qu’un ensemble est dense lorsque, entre deux points de 
l'ensemble, on peut toujours en trouver vn troisième et, par suite, une 
infinité. On peut, par le procédé de suppressions indiqué ci-dessus, 
construire des ensembles parfaits qui ne sont denses dans aucun inter- 
valle. En voici d’ailleurs un exemple très simple. Nous nous bornons, 
pour simplifier, à l’intervalle ot. 


L'ensemble P de toutes les fractions décimales (limitées ou non) qui s’écrivent 
avec les chiffres O et 1, est parfait et n'est dense dans aucun intervalle (*). 


En effet, cet ensemble est fermé, car une fraction étrangère à l’en- 
semble n’est pas limite de fractions de l’ensemble. Il ne contient pas 
de point isolé, car on peut, en modifiant des décimales très éloignées, 
altérer aussi peu qu’on veut une fraction de l’ensemble. Il est donc 
parfait. Enfin il n’est dense dans aucun intervalle, car 1] y a, dans tout 
intervalle, des fractions qui s’écrivent avec d’autres chiffres que 0 et r 
et appartiennent, par conséquent, à des intervalles contigus à P. 


64. Ensembles ordonnés et semblables. Application de deux ensembles 
l’un sur l’autre. — Un ensemble E est ordonné, lorsque ses éléments 


(*) Plus généralement, est dans ce cas l’ensemble de toutes les fractions 
illimitées dans la base de numération B qui prennent une partie seulement 
des chiffres 0, 1, 2,... B—1 (au moins deux et le chiffre B—7+1/ne peut 
être pris sans 0). — Est encore dans ce cas l’ensemble de toutes les frac- 
tions continues limitées qui s’écrivent avec un nombre limite de quotients 
incomplets différents. — La démonstration se fait comme celle du texte. — 
I] serait facile de généraliser encore bien davantage ces modes de généra- 
tion. 
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sont rangés dans un ordre déterminé, de telle sorte que, étant donnés 
deux éléments quelconques a et b de l’ensemble, l’un précède l’autre. 
Cette notion comporte que, si a précède b et si b précède c, a précède c. 


Les ensembles de nombres ou de points sur une droite peuvent tou- 
jours être ordonnés en rangeant les nombres par ordre de grandeur. 


Lorsque deux ensembles sont ordonnés et de même puissance et que 
l’on peut établir, entre leurs éléments, une correspondance uniforme 
dans laquelle l’ordre relatif des éléments est conservé, on dit que les 
deux ensembles sont semblables. 


La loi qui définit la correspondance s’appelle une application d’un 
des ensembles sur l’autre. 


65. Similitudes de tous les ensembles parfaits linéaires non denses. — 
Soient P et P' deux ensembles parfaits linéaires non denses, compris 
sur les segments ab et a'b'. On peut les appliquer l’un. sur l’autre de 
manière que l’ordre de grandeur entre les éléments correspondants soit 
conservé. Nous allons réaliser cette application en faisant correspondre 
les intervalles à contigus à P à ceux Ÿ/ contigus à P', de manière que 
les intervalles correspondants soient disposés dans le même ordre sur 
les deux segments ab et a/b!. 


Pour cela, faisons correspondre un intervalle 0, de P à un intervalle 
à, de P'(ces deux intervalles étant le plus grand possible) ; puis un 
intervalle 6, entre a et à, à un intervalle à, entre a/ etÔ,, et un inter- 
valle à, entre à, et b à un intervalle à, entre à, et b! (tous quatre le plus 
grand possible). Continuons ainsi indéfiniment à prendre dans chaque 
ensemble un intervalle (le plus grand possible) entre chacun de ceux 
déjà choisis et à faire correspondre ceux qui tombent entre les inter- 
valles déjà correspondants ; nous rencontrerons tous les intervalles et 
nous les disposerons dans le même ordre. 


L'application de P'sur P en résulte, car, les extrémités des inter- 
valles se correspondent uniformément dans le même ordre et, avec 
elles, tous leurs points-limites, puisque les ensembles sont fermés. Or 
ce sont là tous les points de P et P'; donc la correspondance entre P 
et P'est parfaite. 


Deux ensembles parfaits non denses quelconques sont donc applicables l'un sur 
l'autre avec conservation des points-limites. 


66. Application (incomplète) d'un ensemble parfait non dense sur le 
continu. Puissance des ensembles parfaits, — Une application rigou- 
reuse d'un ensemble P parfait et non dense sur le segment or est 
impossible, parce que les extrémités d’un intervalle contigu à P sont 
deux points de P entre lesquels il n’y en a pas d'autre, tandis qu'entre 
deux nombres, il y en a toujours une infinité. Mais l'application peut 
être réalisée, sauf pour l’infinité dénombrable de ces extrémités. Nous 
allons, en effet, démontrer le théorème suivant ; 
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Si P est un ensemble parfait non dense, on peut faire correspondre uniformé- 
ment el DANS LE MÊME ORDRE DE GRANDEUR les nombres de l’ensemble P et 
ceux de l'intervalle ox, sauf que les deux extrémités d'un intervalle contigu à P 
correspondront au même nombre du segment o1. 


Comme deux ensembles parfaits non denses sont applicables l’un 
sur l’autre, il suffit d'établir le théorème pour un ensemble particulier. 


Considérons donc l’ensemble de toutes les fractions décimales, limi- 
tées ou non, dont le développement ne contient que les deux chiffres 
différents 0 et 1. C’est un ensemble parfait non dense (n° 63). Pour 
réaliser la correspondance par ordre de grandeur avec le segment or, 
il suffit de faire correspondre chaque fraction décimale à celle qui 
s'écrit de la même manière dans la base de numération 2. Chaque 
nombre du segment or s'obtient ainsi une fois, sauf les nombres ra- 
tionnels dont le dénominateur est une puissance de 2. Chacun de ceux- 
ci admet deux expressions différentes dans la base 2, l’une finie et 
l’autre pas (par exemple, o.1 et o,0111...). Ces deux expressions repré- 
sentent dans la base 10 deux nombres diftérents, entre lesquels ne 
peut donc exister aucun autre nombre de l’ensemble P. Ces deux 
nombres différents sont, par conséquent, les extrémités d’un intervalle 
contigu à P et ils ont le même correspondant sur le segment ot. 


Un ensemble dénombrable pouvant être négligé, on conclut de là 
que fout ensemble parfait a la puissance du continu. (Le théorème est évi- 
dent pour un ensemble parfait dense, celui-ci contenant un intervalle 
entier). 


6'7. Fonctions définies par la correspondance précédente. — La corres 
pondance par ordre de grandeur entre les nombres y d’un ensemble 
parfait non dense P et tous ceux x du segment or, définit une fonction 
y=— (x) discontinue et croissante dans toute portion du segment or. La 
fonction est ambiguë en chaque point de discontinuité, où y peut 
désigner les deux extrémités de l'intervalle contigu correspondant, 
mais on lève l’ambiguité en choisissant toujours l'extrémité de gauche. 


D'autre part, si l’on considère x comme fonction de y, on obtient 
une fonction continue x = Ÿ (y), stationnaire ou croissante, mais qui pos- 
sède des intervalles de stationnement entre deux valeurs quelconques 
de x. On suppose, en effet, x stationnaire chaque fois que y parcourt 
un intervalle contigu à P. 


S 10. Fonctions considérées dans un ensemble. 


68. Définitions. — Une fonction jf d’une ou plusieurs variables est 
définie sur un ensemble E de points (chaque point ayant les valeurs 
des variables pour coordonnées) si l’on donne la valeur de cette fonc- 
tion en chaque point de l’ensemble. 


Les bornes Supérieure où inférieure et l'oscillation de la fonction jf dans E 
se définissent comme dans le cas d’un intervalle (n° 23). 
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Soit p un point-limite de E. Si E est fermé, ce sera un point de E on 
isolé ; mais nous ne supposons pas que E soit fermé, de sorte que p 
peut être hors de E. Considérons l’ensemble des points de E dont la 
distance au point p ne surpasse pas un nombre positif donné à. L’os- 
cillation de f dans cet ensemble partiel tend vers une limite déterminée 
(ou reste infinie) quand à tend vers 0, cette limite (ou l'infini) est 
l'osctllation (relative à E) de f au point-limite $. 


Si cette oscillation est nulle, on dit que j est continue (relativement à E) 
au point p. — En particulier donc, la fonction f est continue en un 
point p de E on #solé, quand la valeur de f en un point de E qui tend 
vers p a pour limite la valeur de f au point . 


Si la fonction jf est continue (relativement à E) en chaque point non 
isolé de E, on dit qu’elle est continue sur KE. 


Il résulte de ces définitions, comme au n° 25, que la somme, le pro- 
duit, le quotient de fonctions continues sont encore continues (en un point ou sur 
E), sauf si une fonction prise comme diviseur s'annule. 


Lorsqu'une fonction n’est pas continue (en un point ou sur E), on dit 
qu’elle est discontinue (en ce point ou sur E, toujours relativement à E). 


69. Fonctions discontinues sur un ensemble parfait. — Considérons 
maintenant un ensemble parfait P, auquel cas les points-limites se 
confondent avec ceux de l’ensemble. 


Pour faciliter le langage, appelons portion de P la partie de P com- 
prise dans un domaine (d'autant de dimensions que P) contenant 
intérieurement un point au moins de P. Cette portion de P (contenue 
dans un intervalle, une aire,.…) sera encore un ensemble parfait. 


Quand la fonction f est discontinue sur P, deux cas seulement sont 
possibles : 


10) Quelque petit que soit £ positif, il y a, dans toute portion de P, 
des points de P où l’oscillation de f (relativement à P) est < €. On dit, 
dans ce cas (Dini), que jf est ponctuellement discontinue sur P. 

29) [l existe une valeur positive de « et une portion de P, telles que, 
dans cette portion, l’oscillation de j soit > € en chaque point de P. On 
dit alors que jf est totalement discontinue sur P. 


Il y a lieu de remarquer le théorème suivant : 


© Si la fonction f est ponctuellement discontinue sur un ensemble parfait F, 
il y a dans toute portion de P des points où f est continue. 


Pour fixer les idées, considérons un ensemble à deux dimensions. 
Soit £1, £2, €», une suite positive convergeant vers 0. Quand l’oscil- 
lation de f est < € en un point p, on peut décrire autour de p un cercle, 
tel que l’oscillation de / dans la portion de P comprise dans ce cercle 
soit < e. Donc, puisqu'on peut, par hypothèse, trouver, dans l'intérieur 
de tout cercle, un point f satisfaisant à cette condition, on peut former 
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une suite illimitée de cercles C;, C»,... C»,..., chacun intérieur à tous 
les précédents et tels que l’oscillation de / sur la portion de P comprise 
dans C» soit < &,. Les centres de ces cercles ont au moins un point- 
limite p intérieur à tous les cercles, l’oscillation en ce point sera infé- 
rieure à tous les &, (donc nulle) et f sera continue en ce point de P. 
Comme le même raisonnement s'applique dans toute portion de P, le 
théorème est démontré. 


‘70. Propriétés des fonctions. — I. Sosf F wn ensemble fermé ; l'ensemble 
E des points de F où l'oscillation (relative à F) de la fonction f est > 2, 
est un ensemble fermé. | 


En effet, si p est la limite d’une suite de points f1, p2,... où l’oscilla- 
tion de f est > €. p est un point de F où l’oscillation sera évidemment 
> e. Ce point-limite appartient donc à l’ensemble E. 


IT. Soit F un ensemble borné et fermé. Si, étant donné un nombre positif e, 
on ne peut pas lui faire correspondre un nombre à, tel que l'oscillation de la 
fonction f dans toute partie de F de diamètre < à, soit < &, il y a au moins 
un point de F où l'oscillation (relative à F) de f sera > &. 


En effet, étant donnée une suite de nombres positifs d,, d,... tendant 
vers 0, on peut lui faire correspondre une suite de portions de F de 
diamètres < d, < 6... où l’oscillation est toujours > «. Soient p:, 
pe, des points de F pris dans ces portions successives ; F étant borné, 
ils ont au moins un point-limite p (appartenant à l’ensemble fermé F). 
Ce point est intérieur à un domaine aussi petit qu’on veut contenant 
une infinité de portions successives de F où l’oscillation est > €. Elle 
est donc aussi > « au point p. 


71. Fonctions continues. — I. Une fonction, continue sur un ensemble 
borné et fermé K, est uniformément continue sur l'ensemble. 


. Cela veut dire qu'à tout nombre positif s correspond un nombre à, | 
tel que l’oscillation de la fonction soit < € dans toute portion de F de 
diamètre < Ô, ce qui est un cas particulier du théorème précédent 


(70,11): 


IT. Une fonction qui est continue sur un ensemble borné et fermé F, est 
aussi bornée. 


C’est une conséquence de la propriété précédente. 

Soit À le diamètre de l’ensemble F ; prenons Ô assez petit pour que 
l'oscillation de la fonction soit < € dans toute portion de F de diamètre 
< À, puis l’entier # assez grand pour que #ù soit > À ; l’oscillation de 
la fonction dans F sera < #:. 


IT. Une fonction continue sur un ensemble borné et fermé atteint ses 
bornes inférieure et supérieure dans l’ensemble. (Même démonstration qu’au 
n° 27, III). 
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72. Ensemble d’un seul tenant. — Un ensemble parfait est d’un seul 
tenant, si, étant donnés arbitrairement deux points p et g de l’ensemble 
et un nombre positif à, on peut former une suite de points de l’ensemble 


Pi Pi, Pa... Pn, g, allant de p à g et telle que la distance de deux points 
consécutifs soit < à (*). 


Avec cette définition, les deux propriétés suivantes s’établissent 
comme celles V et VI du n° 27 : 


St une fonction continue prend deux valeurs de signes contraires dans un 
ensemble parfait d'un seul tenant, elle s'annule en un point de l'ensemble. 

Une fonction, continue dans un ensemble parfait d'un seul tenant, ne peut 
passer d'une valeur à une autre dans l’ensemble sans passer aussi par toutes 
les valeurs intermédiaires. 


73. Remarque. — Les définitions et les théorèmes précédents s’ap- 
pliquent, en particulier, au cas où l’ensemble considéré devient le 
continu, soit un intervalle, soit une aire, un volume, etc. Les limites 
de l'intervalle, de l'aire, etc. sont comprises dans l’ensemble s'il est 
fermé (et, par suite, parfait). 


S 11. Mesure des ensembles linéaires. 


La question de la mesure des ensembles de points a été posée de 
diverses manières. MM, BoreLz et LEBESGUE lui ont donné une solu- 
tion complètement satisfaisante, que nous allons exposer. Mais nous 
nous bornerons ici aux ensembles linéaires, renvoyant au tome II 
pour l'extension aux ensembles de plusieurs dimensions. 


74. Lemmes préliminaires. — Dérinirions. Nous dirons qu’un en 
semble de points E est enfermé au sens élroit dans un ensemble d’in- 
tervalles «, si tout point de E est intérieur au sens étroit à l’un au 
moins des intervalles «, ou bien s’il existe au moins deux intervalles « 
contigus dont ce point soit la frontière commune. Dans ce second cas, 
le point est donc intérieur au sens étroit à l’ensemble de deux inter- 
valles à réunis. 


Par contre, les points de E sont enfermés au sens large dans l’ensem- 
ble des intervalles &, si tout point de E est intérieur, au sens large 
seulement, à l’un au moins des intervalles «. 


Nous commencerons par un lemme fondamental qui, à part une 
légère variante dans l'énoncé, est dû à M. Boret.. Cette variante n’a 


aucune importance en elle-même, mais elle facilite l'exposition de ce 
qui suivra. 


(*) Un ensemble fermé doué de cette propriété serait parfait. 
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LEMME I. — Si les points de l'intervalle (a, b) sont enfermés au sens étroit 
dans un ensemble d'intervalles à en nombre infini, on peut extraire de cel en- 
semble un système d'intervalles « ex nombre fini jouissanl dc la même pro- 
priété (Tout point de (a, b) est inlivieur au sens étroit à un intervalle à ou 
à l’ensemble de deux d’entre eux). 


Supposons, par impossible, aue la proposition ne s'applique pas à 
l'intervalle (4, b). Divisons cet intervalle en deux autres par son point 
milieu ; il y aura au moins une des deux moitiés à laquelle le théo- 
rème ne s’appliquera pas non plus. Partageons celle-ci en deux autres 
parties égales et continuons ainsi de suite. Nous formerons une suite 
illimitée d’intervalles auxquels le théorème ne s’appliquera pas. Ces 
intervalles successifs de plus en plus petits, chacun contenu dans les 
précédents, ont pour limite un point X de l'intervalle (a, b). Ce point 
X appartiendrait donc à un intervalle aussi petit qu'on veut auquel le 
théorème ne s’appliquerait pas. Mais ceci est impossible, car X est 
intérieur (au sens étroit) à un intervalle formé d’un ou de deux x et le 
théorème s'applique évidemment à tout intervalle snférieur (au sens 
étroit) à celui-ci et contenant X. 


LEMME II. — Si fous les points d'un intervalle (a, b) sont enfermés au 
sens étroit dans une infinité dénombrable d'intervalles a, 42, la somme Èa 
des longueurs des intervalles à sera supérieure à la longueur de l'intervalle (a, b). 


En effet, tous les points de (4, b) étant intérieurs à un nombre limité 
des intervalles + en vertu du lemme précédent, la somme de ces inter- 
valles en nombre fini vaut au moins bd — a, donc la somme de tous les 
intervalles dépasse b — a. 


LEMME III. — S5 fous les points d’un intervalle (a, b) sont contenus dans 
une infinité dénombrable d'intervalles d'amplitudes a, 42,... QUI N'EMPIÈTENT 
PAS LES UNS SUR LES AUTRES (#ais peuvent avoir une extrémité commune) 
et qui sont eux-mêmes compris dans l'intervalle (a, b), on a 


Da = b — a. 


D'une part, quel que soit #, on a évidemment &, + 49 + + a, < 
b — a ; donc, à la limite, Za < d — 4. 

D'autre part, soit &1, &,,... €» ,... une suite de quantités positives ayant 
une somme infiniment petite e ; désignons par B;, B:,... la suite des 
intervalles &;, 4... respectivement élargis de &,, &,... de chaque côté. 
Tous les points de (a, b) étant snéérieurs aux $, on a, par le lemme pré- 
cédent, 28 > b— 4. Mais XB — Za + 2e; il vient donc Za > b — 4 — 2e. 

Comparons les deux inégalités obtenues, nous en concluons, puis- 
que £& est infiniment petit, que Ëa = b — a. 


LEMME IV. — Sÿ ous les points d'un ensemble E peuvent étre enfermés 
au sens étroit dans un ensemble dénombrable d'intervalles «1, 42, ils peuvent 
l'étre au même sens dans un ensemble d'intervalles B1, 2, N'EMPIÉTANT 
PAS et contenus dans les a. 
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On forme, en effet, la suite des intervalles 8, en retranchant de 
l'intervalle «,, pour # == 2, 3,..., les parties communes avec les inter- 
valles précédents a, 4,... 4-1. On remplace ainsi «, par un nombre 
limité d'intervalles $ ou bien on le supprime entièrement. Ainsi un 
point contenu dans +, au sens étroit, l’est aussi dans l’ensemble limité 
des B formés avec &, &o,... an. 


Remarque. — Si les longueurs des intervalles « ont une somme finie 
Zu, il est clair que l’on aura X8 < Xo. 


LEMME V. — Sÿ fous les points d’un ensemble E sont enfermés dans un 
ensemble composé de deux infinités dénombrables d'intervalles a, a... (8, B:,... 
(les ax n'empiétlant pas les uns sur les autres, ni les 8 non plus), si de plus 
les sommes Xa, ÈS des longueurs de ces intervalles ont des valeurs finies, on 
peut enfermer l'ensemble E dans un système d'intervalles Y (n'emprétant pas) 
contenus dans les a, 8 de telle sorte que l’on ait 


Sa + 38 — y (af). 


On désigne par È (af) la somme des longueurs des parties (aB) communes 
aux à et aux $B. On aperçoit d'ailleurs immédiatemment que les (aB) forment 
une Suite dénombrable d'intervalles n'empiétant pas. 


: Pour former une suite d’intervalles y satisfaisant à l'énoncé, rangeons 
les a, B, dans une suite unique 


dj, Bas Lo, Ba; Uy, LES 


et supprimons, comme plus haut, dans chaque intervalle de cette 
suite les parties communes avec les intervalles qui précèdent. Chaque 
intervalle «, ou f, sera ainsi (s’il n’est pas supprimé) remplacé par un 
nombre limité d’intervalles y. En procédant ainsi, nous rencontrerons 
successivement et une seule fois chaque partie commune («B) qui sera 
retranchée. On aura donc 


D =D NE Lab). 


LEMME VI. — Sz fous les points de l'intervalle (a, b) sont enfermés dans 
deux infinités dénombrables d'inlervalles à;, a2,... B,, PB... contenus dans 
(a, b), les a n'emprélant pas ni les 8 non plus ; on a 

Zu + 28 = (0 — a) + E (af), 
la somme 2 (af) s'étendant à l'ensemble dénombrable des intervalles communs 
aux à et aux À, lesquels n’empièlent pas non plus. 

C’est la conséquence du lemme précédent, où il faut remplacer Xy 


par b — a, en vertu du lemme III [tous les points de (a, b) étant con- 
tenus dans les y et tous les y dans (a, b)]. 


75. Mesures exterieure et intérieure d'un ensemble. Ensembles mesu- 
rables. — Dans ce qui suit, nous ne considérons que des ensembles 
bornés et contenus dans un même intervalle (a, b). Un ensemble étant 
désigné par E, nous appel ons CE son complémentaire relativement 
à l'intervalle (a, b), c’est-à-dire que CE sera formé des points de (a, b) 
non contenus dans E. 
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Soit E un ensemble ; nous pouvons enfermer ses points dans un 
ensemble fini ou une infinité dénombrable d’intervalles «,, 4,,... Soit 
Za la somme des longueurs de ces intervalles. Par définition, la #esure 
extérieure me E est la borne inférteure de toutes les sommes Z« pos- 
sibles. D’après cela, quelque petit que soit le nombre positif e, pour 
tout ensemble E, on peut trouver un système d’intervalles &, &,….. 
contenant tous les points de E et tel qu’on ait 


me E < Da < me E + &. 


Dans cette définition de la mesure extérieure, il est d’ailleurs indif- 
férent de dire que l’ensemble est entermé au sens étroit ou bien au sens 
large, que les intervalles empiélent ou n'emprètent pas (Lemme IV). 


Soient maintenant CE le complémentaire de E (relativement à l’in- 
tervalle (a, b) et m (CE) la mesure extérieure de cet ensemble. Par 
définition, la mesure intérieure de E est la quantité 


need 70H 


Cette quantité ne peut être négative, car l'intervalle (4, b) contient 
CE et, par suite, b — a est au moins égal à me (CE). 


D'autre part, la mesure intérieure de E ne peut surpasser sa mesure 
extérieure. En effet, enfermons (au sens étroit) E dans un système 
d'intervalles « et CE dans un système d’intervalles B, les points de 
(a, b) seront enfermés au même sens dans les «, 8. Donc, par le 


lemme II. 
Zu +28 S(b—a); 
et, en faisant tendre Ÿa et ÈB vers leurs limites inférieures. 


me E + me (CE) 5 b— a, 
Me E Sm: E. 


Ces définitions sont évidemment telles qu’un ensemble ne peut être 
de mesure (intérieure ou extérieure) moindre qu’une de ses parties. 


Lorsque les mesures extérieure et intérieure d’un ensemble E sont 
égales, cet ensemble est mesurable et sa mesure, ME, est la valeur 
commune de me E et m; E. Il résulte immédiatement de là que, si un 
ensemble E est mesurable, son complémentaire l’est aussi. 


‘76. Opérations sur les ensembles. — On peut effectuer sur des 
ensembles donnés diverses opérations : 


10) On peut réunir tous les points qui appartiennent à plusieurs ou à 
une infinité dénombrable d’ensembles E,. E:,... Cette opération peut 
être considérée comme une addition et l’ensemble-somme se désigne par 


Ei + Es +... 


2°) On peut retrancher d’un ensemble E,; ceux de ces points qui 
appartiennent à un ensemble E;. Cette opération peut être considérée 
comme une soustrachon et l'ensemble-différence se désigne par 


E; — Es. 
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30) On peut prendre la partie commune à plusieurs ou à une infinité 
dénombrable d’ensembles E;, E,… Cette opération correspond à 
certains égards à la mulhiplication. Nous représenterons l’ensemble 
commun par 

Rens” 


L'addition et la multiplication ainsi définies sont des opérations 
associatives et commutatives et la multiplication est diséributive vis-à-vis de 
l'addition et de la soustraction, c’est-à-dire que 


(E1 + Eo) Es = E; Es + Eo Es. 
La vérification est immédiate. 


Par contre, les propriétés générales des opérations ne s'étendent 
pas à la soustraction. En particulier, on peut bien poser 


ADN D SOS A DE A DE EE D 


mais E’ ne contient qu’une partie de (E, +- E;), à savoir les points de 
E, contenus dans E sans l’être dans (E, — E;) et ceux de E; contenus 
dans FE; sans l'être dans (E — K,). Cette remarque nous servira tout 
à l'heure (n° 78, I). 


Nous allons montrer que les opérations précédentes, étant ettec- 
tuées sur des ensembles mesurables, conduisent a de nouveaux 
ensembles mesurables. À cet effet, nous allons faire connaître au 
n° suivant un caractère distinctif des ensembles mesurables. Mais 
nous avons d’abord une remarque à faire : 


Si deux ensembles E, et E, sont de mesure (extérieure) < 5, l’en- 
semble E, + E, sera de mesure (extérieure) < 2e. D'autre part, quel 
que soit E3, les ensembles E, — EF; et E; E; contenus dans E, seront 
a fortiori de mesure (extérieure) <e. 


"2. Théorème, — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble 
E soit mesurable, est que, quelque petit que soit : positif, l'ensemble E puisse se 
décomposer comme il suit 
E=8+e —e', 
8 désignant l'ensemble d'un nombre limité d'intervalles, e! et e!! deux ensembles 


de mesures (extérieures) <<. Alors la mesure de E est comprise entre 
les deux limites m8 + 2. | 


La condition est nécessaire. Montrons, en effet, que si E est mesu- 
rable, il admet la décomposition indiquée. Pour cela, enfermons E 
(mesurable) dans une infinité dénombrable d’intervalles « n’empiétant 
pas et CE dans des intervalles $ n'empiétant pas de manière que l’on ait 


Zo + EB<mE+mCE + e— b—a +e, 
On a, d'autre part, par le lemme VI (n° 74), 
Da + 38 — ba + 3 (af), 


d’où, en comparant, Z (af) < €. 
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Soit maintenant 8 l’ensemble d’un nombre suffisant d’intervalles « 
pour que l’ensemble & des intervalles restants soit de mesure < €. On a 


E = 8 + 4E — &(CE). 


Mais eE est un ensemble el! de mesure < € et 8(CE) est un ensemble 
e!! contenu dans les (aB) donc aussi de mesure < e, ce qui prouve la 
proposition. 

En second lieu, la condition est suffisante, car, si elle est remplie, 
E et CE étant respectivement contenus dans 8 + e! et C8 + e/, on a 
les inégalités : 


Me E < m6 + :, me CE < mC8 +2, 
et, en retranchant la seconde de b—a—b— a, 
mE > m8—e. 
Donc les mesures intérieure et extérieure de E sont comprises entre 
les deux limites m 8 + « aussi rapprochées qu’on veut et, par consé- 


quent, sont égales. On voit, en même temps, que ”E est compris 
entre ces mêmes limites. 


On peut caractériser la décomposition requise dans le théorème 
précédent en disant que fout ensemble mesurable se compose, à deux 
infiniment petits près, d'un nombre fini d'intervalles. 


‘78. Théorèmes relatifs aux opérations sur les ensembles mesurables. 
— THÉORÈME I. — S5 les ensembles E, et EF, sont mesurables, il en est de 
même pour les ensembles : 


EE, E; E;, E; — Es. 
Mettons, en effet, E, et E: sous la forme indiquée dans le théorème 
précédent : 


E=&+4a—e, E=8+e—e, 
on aura 
Es + Er = (81 + 82) +- (eu ie e2) — e", 
où él est contenu (n° 76) dans (4e). Or (& + 8) est formé d’un 
nombre limité d’intervalles, tandis que (e, + «) et (e! 4-4) sont de 
mesures < 2:, donc E, -+ E, est mesurable par le théorème précédent. 


Les deux autres résultats se ramènent au précédent par la considé- 
ration du complémentaire. On a, en effet, 


C(E1E2) — CE; + CE», C(E: — E:) = CE; + E. 


THÉORÈME II. — S3 les deux ensembles KE, et E,; sont mesurables et 
sans point commun, on a 


m(E +E)=mE, + mE. 
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La décomposition de E; + F2 indiquée dans la démonstration pré- 
cédente prouve (n° 77) que la mesure de E, +4 E; est la imite, pour € 
infiniment petit, de » (8, + &). Mais, pour un nombre limité d'inter- 
valles, on a, sans difficulté, 

in (81 + 82) — M" 6 + m 82 — m (8 82). 

Comme "8, et "»m & tendent vers m E, et » E, il reste à montrer que 

m(& 8) tend vers 0. Or &, et & sont respectivement contenus dans 


E, + re et E> + &,, donc 8,8, l’est dans 
(En +4) (Er +) = E Er + Eié +(Eta)a, 
et a fortiori dans (e Re) puisque F; E: est nul. Donc m8, & < 2e. 


COROLLAIRE. — Si E, et FE, sont mesurables et E> contenu dans E;, on a 
m(E: — E;) — ME; — m EF. 
Cette équation revient, en effet, à celle que nous venons d'établir, 


en écrivant 
m(E; == E2) + m E: MEET. 


THÉORÈME III. — Soit E,, E2,... une infinité dénombrable d’ensembles 
mesurables contenus dans l'intervalle (a, b) ; soit ensuite E l’ensemble-somme 
E; + Es +... ; ensemble E est mesurable. De plus, si les ensembles sont 
sans points communs, on a | 


mE—=mE,; + mE: + . 
Supposons d’abord les ensembles sans points communs. 


Posons 


S: =E, +<E+.+E, 
Ry— E»#4 4e E»+2 17 PT 


On aura, en observant d’abord que E contient S,, puis en appli- 
quant le théorème I, 


ME> mSn—=mE +mE +. +LmE,, 


ce qui prouve que la série positive È»E, est convergente. Prenons 
donc # assez grand pour qu’on ait, « positif étant donné, 


m Ent4 + m Enyo +. <e, 


et enfermons, pour p = 1, 2, 3,... l’'emsemble E,+» dans un système 


d’où E=S,»+ Ke? 


d'intervalles « dont la somme soit < m E»+4 + _. Alors l'ensemble 


Ry = Es41 + Ex}: + -… est enfermé dans un système d’intervalles «, 
dont la somme est moindre que 


(mn DA = re C Her =) ie 


On en conclut 
me E << m Sn + 26. 
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Comparons avec l'inégalité relative à »:E et passons à la limite 
pour £:— 0 ; on en conclut le résultat énoncé : | 


Mme E=mE=mE=Tlim(mS:)=M"E£E, + mE: + .… 


Si, en second lieu, les ensembles E, ont des points communs, l’en- 
semble E sera encore mesurable, car on peut écrire 


E=E, + (E: — E:) 4 (he E,—E;) +, 
ce qui ramène au cas précédent, en vertu du théorème II. 
THÉORÈME IV. — Sr d’un ensemble mesurable E on retranche tous Les 


points qui appartiennent à une infinité dénombrable d'ensembles mesurables 
E,, E» .…, tous les ensembles E, K,, E:,... étant contenus dans un intervalle 


(a, db), l'ensemble restant E — KE; — KE, — .…. est encore mesurable. De plus, 
st E;, E»,... sont sans points communs et tous contenus dans E, on a 
m(E—E —-E—-..….)=mE-mE, —mE: — 
D'abord l’ensemble E' — E, + E, + .… est mesurable par le théo- 
rème III, donc E— E, — E, — . ou E — E' l’est par le théorème II. 


Ensuite, si E;, E:,.. sont sans points communs, on a, par le théo- 
rème III, 
ME =mE, +mE: +. 


et, par le corollaire du théorème I, 
m(E—E, —E —.)=m(E—E)=mE-mME, 


ce qui prouve la seconde partie du théorème énoncé. 


THÉORÈME V. — Soit E;, E,,... une infinié dénombrable d'ensembles 
mesurables, leur partie commune E = E; E,... est mesurable. 
Ce théorème se ramène au théorème IV en observant que 
CE=CE, +CEo + 


THÉORÈME VI. — Soit E,, E2..… une infinité dénombrable d'ensembles 
mesurables dont chacun contient tous les précédents et qui sont tous contenus 
dans un intervalle (a, b), on a 


m (EE; + Es +) — lim (in Ex). 
On peut, en effet, poser, dans cette hypothèse, 
E,+E+=E+(E,-E)}+(EE)+ 
et il vient, par les théorèmes IIT et I (corollaire), 


m(E + LE: +.) = m E; +m(Es —E;)+m(Es — E;) +. 
= mE; + (m Es —mE;) + (mEz — m E>) +. 
— lim (m E,). LE 
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THÉORÈME VII. — Jnversement, soit E;, E:,,.. une infinité dénombrable 
d’ensembles mesurables dont chacun est contenu dans tous les précédents et qui 
sont tous contenus dans un intervalle (a, b), on a 


m(E1 E2.)=limm(E,). 
On a, en effet, dans cette hypothèse, 
CHERE )=CE; +CE, +. 
Donc il vient, par le théorème précédent, 
m C(E1 E …)=limm(CE,) 
et, en retranchant les deux membres de (b — a), 


nt (E; 5) —= lim (m FE, je 


79. Construction d'ensembles mesurables. Ensembles mesurables B. — 
Un ensemble qui se réduit à un seul point est évidemment mesu- 
rable et a pour mesure zéro. D'autre part, un ensemble qui se réduit 
à un intervalle (avec ou sans les extrémités) est évidemment mesurable 
et a pour mesure la longueur de l'intervalle. 


En combinant entre eux les points et les intervalles par addition et 
soustraction ou en prenant l’ensemble commun à une suite d’ensein- 
bles donnés, on obtient des ensembles de plus en plus complexes et 
qui sont encore mesurables en vertu des théorèmes du n° précédent. 
Ce sont ceux-là qui ont été particulièrement considérés par M. Borel. 
C’est pourquoi on les appelle les emsembles mesurables B. 


Les ensembles mesurables B sont les plus importants des ensembles 
mesurables. Quand on connaît leur mode de construction, on peut en 
même temps déterminer leur mesure en utilisant, à chaque opération 
consécutive, le théorème correspondant du numéro précédent. 


Un ensemble dénombrable s'obtient par l’addition d’une infinité dénom- 
brable de points. C’est donc un ensemble mesurable B et sa mesure 
est nulle, en vertu du théorème III. 


Un ensemble parfait s'obtient en soustrayant d’un intervalle (a, b) une 
infinité dénombrable d’intervalles distincts 4,, 4,,..... C’est donc un 


ensemble mesurable B et sa mesure est (db — a) — x; — a; — ...., en 
vertu du théorème IV. 


Un ensemble fermé est la somme d’un ensemble parfait et d’un ensem 
ble dénombrable. C’est donc un ensemble mesurable B et sa mesure 
est celle de l’ensemble parfait qu'il contient, en vertu du théorème I, 


80. Théorème. — St la mesure extérieure de l’ensemble E est égale à k, 
E est contenu dans un ensemble K| mesurable B et de même mesure k. -- 


Réciproquement, si m; E — k, E contient un ensemble K!!' mesurable B et de 
même 1nesure k. 


Les deux théorèmes se ramènent l’un à l’autre par la considération 
des ensembles complémentaires. Démontrons donc le théorème direct. 
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Soit 1, €2.... €» ,.…. une suite de quantités positives ayant pour limite 0. 
Nous pouvons enfermer E dans un ensemble E (&,), mesurable B, 
formé d’intervalles &, &,... n'empiétant pas et tel que 


mE (ex) — Zu < k + e. 
Alors E est aussi enfermé dans l’ensemble mesurable B : 
EL E(S) EEE (EE) 
mE'£LmE(e») < R + e». 
Donc (:, étant infiniment petit) » E'! < k (donc = k). 


et l’on a 


Remarque. — En particulier, si E est mesurable, il est contenu dans 
un ensemble E' et contient un ensemble E/!, tous deux mesurables B 
et de même mesure que lui. 


81. Emsembles-limites (Complets ou restreints). — Soit E;, E:,.…. 
une infinité dénombrable d’ensembles. M. Borel appelle ensemble-limite 
complet de cette suite, l’ensemble E formé des points qui appartiennent 
à une infinité d’entre eux. Il appelle ensemble-limile restreint de la même 
suite, l'ensemble R des points qui appartiennent à tous les ensembles 
E, à partir d’une valeur suffisamment grande de # (qui peut d’ailleurs 
dépendre du point considéré). 


Les ensembles-limites peuvent s'exprimer à l’aide des opérations 
étudiées précédemment. On a, en effet, 


RETEVES DS JP ENS RUE 


car un point de R appartient à tous les termes du second membre à 
partir d’un certain rang ; et, réciproquement, un point qui appartient 
au second membre appartient à l’un de ses termes, donc aussi à KR. 


D'autre part,ona 
E — (E + Ei+ Es + +) (Bo + Es +e)(Es+)e, 


car un point de E appartient à tous les facteurs du second membre ; 
et, réciproquement, un point qui appartient à tous les facteurs du 
second membre appartient à une infinitée de E,, donc à E. 


Ces relations prouvent d'abord que, si les ensembles de la suite sont 
mesurables, il en est de même des ensembles-limites E et R. Mais 
elles fournissent des renseignements sur les mesures de E et de R. On 
peut, en effet, énoncer les théorèmes suivants, qui s’en déduisent : 


THÉORÈME I. — Si, parmi les ensembles mesurables K;,, Eo,..…., tous 
compris dans un tntervalle fini (a, b), il y en a une infinité de mesure > k, 


= 


l'ensemble-limite complet E auva une mesure > k. 


En effet, en retranchant de la suite une partie des ensembles E,, on 
ne peut que réduire l’ensemble-limite complet E. On peut donc sup- 
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poser dans la démonstration tous les ensembles de mesure > z. 
Appliquant alors le théorème VIT du n° 78 à l'expression de E ci-des- 
sus, on obtient 


m E = lim m (Er + Ent +.) > limm= Ex 2 À. 


THÉORÈME II. — Si, parmi les ensembles mesurables K;, E:,... tous 
compris dans (a, b), il yen a une infinité de mesure € k... l’ensemble-limite 
restreint R aura une mesure < À. 


En effet, en retranchant de la suite une partie des ensembles E,, on 
ne peut qu'’augmenter l’ensemble-limite restreint R. On peut donc 
supposer dans la démonstaation tous les ensembles de mesures < 4. 
Appliquant alors le théoreme VII du n° 77 à l'expression de R, on 
obtient 

m R= lim m (Ex Exy1 +) < lim »m Ex < 4. 


S 12. Fonctions mesurables d’une variable (*). 


82. Fonctions mesurables. — Soit f(x) une fonction univoque de # 
dans un ensemble F, sa valeur peut être infinie mais de signe déter- 
miné. Soient ensuite À et B deux nombres fixes (A < B). Nous dési- 
gnerons respectivement par les notations : 


EURE en PCR A ARE CEE 
E(A</<B),  E(/5A), etc. 


les ensembles des points de F où la fonction f(x) satisfait à la condi- 
tion indiquée entre parenthèses. Ainsi le premier ensemble est celui 
des points de F où j{(#) est > À mais < B. 


Ceci posé, nous dirons, avec M. Lebesgue, que cette fonction est 
mesurable dans l'ensemble F, si l’ensemble 


E (7 > A) 


est mesurable quel que soit A. — Si, de plus, cet ensemble est mesu- 
rable B, nous dirons que la fonction est mesurable B. 

I] suit evidemment de cette définition que si une fonction est mesu- 
rable dans deux ensembles F, et F:, elle est mesurable dans l’ensem- 
ble-somme F, + F2. 

Si la fonction f(x) est mesurable, l’ensemble E (f A) est mesu- 
rable, l’ensemble E (A < f£ B) également (comme différence de deux 
ensembles mesurables) ; enfin l’ensemble E (f— A) est aussi mesura- 
ble, car c’est la partie commune à l’infinité dénombrable des ensembles 


E(A— << A+), a PEN 


Donc les ensembles E(f> A), E(A</f<B), E(A <f< B), qui 


(*) Pour celles de plusieurs variables, voir le tome 11. 
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ne diffèrent d’autres qui précèdent que par l’addition ou la soustrac- 
tion d’un ensemble mesurable, sont mesurables aussi. 


Remarque. — On peut aussi bien définir une fonction mesurable 
par la condition que l’un, toujours le même, des deux ensembles : 


OUPS) RE LASSEUT 


soit mesurable quelque soit À, car un raisonnement calqué sur le 
précédent montrerait que tous les ensembles rencontrés ci-dessus 
sont encore mesurables. Il en résulte évidemment que, si f est 
mesurable, — f l’est aussi. : 


Toute fonction continue dans un ensemble fermé F, est mesurable (B) dans 
cet ensemble, car l'ensemble E (f > A) étant fermé, est mesurable (B). 


83. Opérations sur les fonctions mesurables. — I. La somme et la 
différence de deux fonctions finies et mesurables dans un ensemble K, sont 
des fonctions mesurables dans K. 


En effet, soient f et + deux fonctions mesurables. Je dis que / + 
est mesurable, c’est-à-dire que l’ensemble E = E (f + > A) est me- 
surable. En effet, cet ensemble est la somme de l’infinité dénombrable 
des ensembles mesurables : 


E(f>r.E(e>A—pr), 


formés des points communs à E(f > 7) et E(g > À —y), quand on 
donne à 7 toutes les valeurs rationnelles positives et négatives (car, 
si f+vest > À, on peut trouver un nombre rationnel 7 < f tel qu’on 
ait encore 7 + > A). Donc E est mesurable (n° 78, III). 

Le théorème se démontre pour une différence en remplaçant + par 
— % qui est mesurable avec vw (n° précédent). 


IT. Le produit de deux fonctions fimies et mesurables dans F est mesurable 
dans F. 


Toute fonction mesurable f est la différence jf, — ÿ,; de deux 
fonctions mesurables jamais négatives (7, étant égal à f aux points 
où f est positif et à 0 ailleurs, — jf, égal à f aux points où jf est 
négatif et à 0 ailleurs). Donc, en vertu de la propriété précédente, 
il suffit de faire la démonstration pour deux fonctions f et # jamais 
négatives. Le raisonnement est alors analogue au précédent. Il faut 
prouver que, si À > 0, l'ensemble E = E (/fv > A) est mesurable, ce 
qui résulte de ce que cet ensemble est la somme de tous les ensembles 


A 
Er) E(® > _ quand on donne à 7 toutes les valeurs ration- 
nelles positives. 


III. L’inverse d’une fonction mesurable dans F el qui ne s'annule pas est 
mesurable. On a, en effet, 


E (> A) Nr (r< +} si f et À sont positifs ; 


4 7 : 
Hu - > a) EU 0 Te A: si f et À sont négatifs. 
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IV. Le quotient des deux fonctions finies ét mesurables dans K est mesu- 
able dans F, pourvu que le diviseur ne s'annule pas. 


Cette propriété est la conséquence des deux précédentes. 


84. Limites de fonctions mesurables. — l'HÉORÈME I. Si une suite 
de fonctions mesurables f1, f2,... fn, converge vers une limite finie ou inf- 


de 


nie dans un ensemble KF, la fonchon-limite f est mesurable dans F. 
Donnons-nous un nombre positif s. Tout point de l’ensemble 


E—E(/> A) 


appartient évidement, pour # suffisamment grand, à l’ensemble me- 


surable 
E(r,:)—E (fr > À —:). 


Donc tout point de E appartient à l’ensemble-limite restreint KE: de la 
SUNCRRUIe) SEA NE) NES Me). , lequel est mesurable ; et cela, 
quelque petit que soit &. 

Réciproquement, tout point exclu de E est exclu de E(f > À —:) 
pour € assez petit ; il est alors exclu de Es, car il l’est de E (x, <) pour 
n assez grand. 

Donc l’ensemble E est l’eusemble-limite restreint de la suite des en- 
sembles E: obtenue en donnant à : une suite de valeurs &,, ©, 
En. tendant vers 0 : E est mesurable. 


THÉORÈME II. — Les limites d’indétermination (plus grande et plus petite 
limiles) d'une suite de fonctions mesurables fi, f2,... fn... sont mesurables 
dans K. 

En effet, soit, pour chaque valeur de x, L»,» (x) la fonction égale 
à la plus grande des »# + # + 1 fonctions: 


Îm, Impr fn+n . 


C’est une fonction mesurable dans F, car on a 
à ñ 
E (U,r > A) =- 2 E (fm+x > A). 
—0 


Or la plus grande limite de la suite f, /,... est la limite de 4», 
quand # d’abord et # ensuite tendent vers l'infini : elle est donc 
mesurable par le théorème I. (Démonstration analogue pour la plus 
petite limite). 


REMARQUE. —- Les fonctions continues étant mesurables (n° 82), les 
limites et les limites d’indétermination de fonctions continues le 
seront aussi. 


85. Théorème sur la convergence. —- Soct ji, f,... fn, une suite 
de fonctions mesurables qui converge vers une limite finie f(x) dans un eu- 
semble mesurable KE :; sortent ensuile =: un nombre positif arbitraire et En l'en- 
semble des points de E où l’on a 


BG 


Loi 
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Te dis qu'à toul nombre positif à si pelit qu'il soit, on peut faire corres- 
pondre un nombre positif N, tel que l’on ait 


M En 0, SLR UN, 


En effet, si par impossible cette condition ne se réalisait pas, il y 
aurait une infinité de E, de mesures > Ô. Alors l’ensemble-limite 
complet des E, aurait une mesure > à (no 8r, I) : il renfermerait 
donc certainement des points. Soit + l’un d’eux, il y aurait une 
infinité de valeurs de # pour lesquelles 


If) —f x) 125, 


auquel cas, f,(*#) n'aurait pas pour limite f(x). 


S 13. Fonctions (d’une variable) à variation bornée. 
Fonctions absolument continues. 


86. Définition des fonctions à variation bornée. — Soient y — f(x) une 
fonction de x, univoque et bornée dans un intervalle fini (a, b), et X un 
point de cet intervalle. Donnons à x une suite de valeurs croissantes 
X1 = 4, Lo Xss Ans Anti X; SOient Vi Vs... Jari—Y les tvaleturs 
correspondantes de y. Faisons la somme des différences successives 
de y ; nous aurons 


(1) (Ye) EN EES PES 
p désignant la somme des différences positives et — » celle des diffé- 


rences négatives. Désignons encore par # la somme des différences 
absolues ; nous aurons 


nr 
(2) le mn dent te 
Les valeurs extrêmes a et X restant fixes, les trois sommes f, #,4 
dépendent encore du nombre et de la position des valeurs inter- 
médiaires. Faisons varier ces deux éléments de toutes les manières 
possibles ; si l’une des trois sommes est bornée, les deux autres 
sommes le seront aussi, en vertu des équations (1) et (2). Quand 
il en sera ainsi, nous dirons que y est une fonction à variation bornée 
entre a et X (C. JoRDAN). 


Dans cette hypothèse, on peut choisir successivement les points 
intermédiaires de manière que p s'approche indéfiniment de sa borne 
supérieure P. Les équations (1) et (2) montrent que # et fé tendront 
en même temps vers leurs bornes supérieures N et, T et ces équa- 
tions elles-mêmes deviendront, à la limite, 


MT IPN: INDE PIN 


Cette dernière quantité T s'appelle la variation totale de y dans l’inter- 
valle (a, X). 
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Nous allons faire connaître maintenant quelques propriétés impor- 
tantes des sommes p, n, { et de leurs bornes supérieures P, N et T. 


87. Théorèmes sur les fonctions à variation bornée, — LEMME. — Sz 
l'on ajoute une nouvelle valeur intermédiaire Ë entre xx et xx41, la somme t 
peut augmenter mais non décroître ; elle augsmente d’ailleurs tout au plus du 
double de l'oscillation de y dans l'intervalle (xx, #24). 


Soit n la valeur de y au point & ; l’adjonction de ce point remplace 
dans { le terme unique | yz+1—yz | par deux autres, dont la somme 
est au moins égale, | y#+1 —n | + |n —7x | . D'autre part, chacun de 
ces nouveaux termes est au plus égal à l’oscillation de y entre x, et 
xk41. Donc t ne peut croître de plus du double de cette limite. 


THÉORÈME I. — S: y est continue et à variation bornée, les sommes p, n, t 
ont respectivement P, N ét T pour limites quand les valeurs intermédiaires 
de x se rapprochent indéfiniment les unes des autres. 


Le théorème, vrai pour une des trois sommes, le sera pour les deux 
autres. Démontrons-le pour { seulement. 


Pour cela, il faut montrer que la somme frelative à un système S de 
points intermédiaires surpasse T — 2e, quelque petit que soit le nombre 
positif donné 2e, pourvu que les intervalles de ces points soient assez 
petits. 


On peut d’abord, par définition de T, trouver un système de points 
S' tel que la somme correspondante #! vérifie la condition # > T —e. 
Soit y le nombre des points de S/. Je dis que le système de points S 
fournira une somme # > T — 2e, pourvu que ses intervalles soient 
assez petits pour que l’oscillation de y soit < € : y dans chacun d’eux. 
Considérons, en effet, un troisième système de points S/!, formé de 
la réunion de ceux de S et S/, et soit #// la somme correspondante. 
Comme il faut ajouter y points au plus pour passer de S à S/!, il faut v 
accroissements au plus, tous moindres que € : v(Lemme précédent), 
pour passer de # à #!, On a doncét+e > fl, Mais, d'autre part, S'se 
forme aussi par l’adjonction de nouveaux points à S'. Donc é/! > feet 
a fortiori 1! > T — e. Nous obtenons donc l'inégalité à démontrer 
bbe> T—e. 


THÉORÈME II. — Sz y est à variation bornée dans l'intervalle (a, b), elle 
est de même nature dans toute portion (a, X) de (a, b) et les quantités P, 
N,T sont des fonctions stationnaires ou croissantes de X. 


Donnons à x une suite de valeurs intermédiaires entre a et b et pre- 
nons X au nombre de ces valeurs. Considérons la suite des valeurs 
correspondantes de y. La somme des différences absolues de ces va- 
leurs entre a et X sera moindre que la somme analogue entre a et b. 
Donc, si cette derrière est bornée, la première l’est aussi et y est à 
variation bornée dans l'intervalle (a, X). Le même raisonnement 
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prouve que T, qui est la borne de la somme précédente, ne peut pas 
diminuer quand X augmente. La démonstration est analogue pour 
Pet N. 


THÉORÈME III. — Si y est à variation bornée dans l'intervalle (a, X) et 
qu'on partage cet intervalle en deux autres par un point c, la variation 
totale T de y dans l'intervalle (a, X) est la somme des variations totales T; 
et T, dans (a, c) et dans (c, X). 


En effet, on peut former une somme f relative à l’intervalle (a, X) 
et infiniment voisine de T ; d’ailleurs on peut supposer que c soit pris 
comme point de subdivision, car on augmente # en l’ajoutant. Mais 
alors # est la somme de deux sommes analogues # et , relatives aux 
intervalles (a, c) et (c, X) donctest < T, + T, et sa limite T LT, +T.. 


Inversement, on peut former deux sommes z, et #, infiniment voi- 
sines de T, et de T, respectivement, alors #, + #, est une somme # <T, 
donc T, + Le ee ah 


Comparant, on voit que T =T, + T.. 


THÉORÈME IV. — Si la fonction y = f(x), supposée à variation bornée, 
est continue en un point X, les sommes-limites P, N et T sont des fonctions 
continues de X en ce point. 


La continuité d’une des trois sommes entraine celle des deux autres. 
Il suffit donc de prouver celle de T. 


Montrons d’abord que l’oscillation w de T à droite du point X est 
nulle. 


Soit 7 la variation totale de y dans l'intervalle (X, X + à) ; eu égard 
au théorème précédent, w est la limite de r quand à tend vers 0 ; par 
suite, on a w T7: 


Donnons-nous maintenant un nombre positif arbitraire e et divisons 
l'intervalle (X, X + à) pat les points &, — X1, 6e, &3,.… de manière que 
l’on ait 

| F2) — FX) | + | fs) — 762) | He > 7 —e. 

Soient 7, et r, les variations totales de y dans les intervalles (X, £:) 

et (>, X + Ô) respectivement ; on aura 


te >) (here | (6) CON, 


en vertu de la relation précédente. Donc a forhiori, puisque w est aussi 
< 7, lequel = 7T—7";, 


WLT— Ts <e+ | f(6) —/(X) | 


Mais on peut faire tendre € vers 0 et &, vers X, donc, j étant continue 
au point X, on a &w —0. 


On montre d'une manière analogue que l’oscillation de T est nulle 
à gauche du point X, ce qui achève la démonstration. 
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COROLLAIRE. — Si la fonction à variation bornée, y, est continue dans 
l'intervalle (a, db), P, N et T sont fonctions continues de X dans (a, b). 


88. Propriétés des fonctions à variation bornée. — I. Uwe fonction à 
variation bornée, y, est la différence de deux fonctions bornées, positives et non 
décroissantes dans l'intervalle (a, bd) et, de plus, continues en tout point où y 
est continue. Réciproquement, la différence de deux fonctions bornées et non 


\ 


décroissantes est une fonchon à variation bornée. 
Nous avons vu (n° 86) que, Ÿ étant la valeur de v au point X,ona 
V= (vi + P) —N. 


Donc YŸ est la différence de deux fonctions de X bornées et non dé- 
croissantes. Ces fonctions sont, de plus, continues si y est continue 
(no 87). On peut faire en sorte que ces deux fonctions soient positives 
et même essentiellement croissantes si l’on veut ; il suffit, en effet, d’ajou- 
ter aux deux termes de cette différence une même quantité croissante 
et suffisamment grande, par exemple 


I | +(X—- a). 


Réciproquement, si z et # sont deux fonctions de x bornées et non 
décroissantes, la fonction 3 — # est à variation bornée. En effet, la 
différence des valeurs de 2 — # pour deux valeurs x4 et #4114 de x est 
au plus égale à la somme des accroissements de z et de # dans cet 
intervalle. Donc la somme de toutes ces différences entre deux valeurs 
extrêmes de + ne peut surpasser la somme des accroissements de z et 
de # entre les mêmes valeurs, et z — # est à variation bornée. 


II. La somme, la différence et le produit de deux fonctions à variation 
boynée sont des fonctions de même nature. L'inverse r : y d'une fonction à 
variation bornée sera aussi de même nature, pourvu que | y | reste Supérieur 
à un nombre positif fixe. 


La première partie se démontre immédiatement en considérant les 
deux fonctions y et y! comme les différences z — # et z' — x! de deux 
fonctions positives non décroissantes. On a en effet, 


JV (RP) ER NUE (24) = (4 3), 
Jp" = (23 + uu') — (zu! + us"). 


La dernière partie se vérifie aussi facilement, en observant que, si 
| y | est >> u, la somme : 


I I VER Ve lt | 
F2 ——| = 2 ————| —ÙZE | vpn — y 
VE YA VEVEH |? TAN 
reste toujours inférieure à un nombre fixe. 
89. Fonctions absolument continues. — DÉFINITION. — Une fonction 


f(x) est absolument continue (ViTAL:I) dans un intervalle (a, b), si la somme 
des différences (ou aussi bien des oscillations) de f(x) dans un nombre fini 
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ow dans une tnfinité dénombrable d'intervalles contenus dans (a, b), tend 
vers O avec la somme des amplitudes de ces intervalles. 


Il est effectivement indifférent de dire différence ou oscillation dans 
cette définition, car, si la somme des différences de f(x) est en valeur 
absolue < Ô dans tout ensemble d’intervalles &« tel que Zx < e, la 
somme des oscillations de f(#) dans ces « sera, comme nous allons le 
montrer, & 20. 


En effet, de chaque intervalle «, on peut extraire un intervalle B tel 
que la différence absolue de f(x) dans ce À diffère aussi peu qu’on veut 
de l’oscillation de f(x) dans cet «. Pour l’ensemble des 8, les sommes 
des différences positives et des différences négatives sont respective- 
ment < Ô en valeur absolue, car Ë8 < e ; celle des différences absolues 
est donc < 28 et, par conséquént, la somme des osciliations de f(x) 
dans les « est aussi & 20. 


THÉORÈME I. — Une fonction absolument continue dans un intervalle 
(a, b) est à variation bornée dans cet intervalle. 


En effet, supposons le contraire et divisons (a, b) en parties infini- 
ment petites. Il y aura au moins une de ces parties où ia variation 
totale de f(x) sera infinie. On peut donc faire croître indéfiniment la 
somme des différences de f(x) dans un ensemble d’intervalles extraits 
eux-mêmes de cette partie infiniment petite et f(x) n'est pas absolu- 
ment continue. 


THÉORÈME [I. — S: f(x) est absolument continue dans (a, b), sa varia- 
tion totale dans (a, x) est aussi une fonction absolument continue T(x). 


En effet, si T n’est pas absolument continue, on peut trouver une 
suite d’intervalles x, de somme Z4 aussi petite qu’on veut, où la somme 
des différences de T,, c’est-à-dire des variations totales de /, surpasse 
un nombre positif fixe 8. Or on peut décomposer chaque « en parties 
consécutives assez petites pour que la somme des différences absolüues 
de f dans l’ensemble des parties d’un même «, diffère aussi peu qu’on 
veut de la variation totale de f dans cet «, donc aussi pour que la 
même somme étendue à tous les « surpasse à. Donc f(x) n’est pas 
absolument continue, ce qui est contre l’hypothèse. 
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CHAPITRE I, 


Dérivation des fonctions explicites d'une variable. 


S 1. Dérivées et différentielles. 


90. Dérivée, Fonctions dérivables. — Soit y — f(x) une fonction 
univoque dans un intervalle (a, b) et x un point de cet inter- 
valle ; donnons à x un accroissement positif où négatif Ax — À, 
que nous appellerons aussi différence de x, l'accroissement ou 
la différence correspondante Ay de la fonction sera f(x + h) — 
f(x) et le rapport de ces accroissements, 

Ay __ f(x +Rh)—f(x) 
| Ax kR É 

Si ce rapport tend vers une limite finie ou infinie lorsque À 
tend vers zéro d’une manière quelconque, cette limite s'appelle 
la dérivée de f(x) au point x et elle se représente par f(x) 
(LAGRANGE), par D f(x) (ArBoGasr) ou D, f(x) (CaAucHY). 

Si ce rapport tend vers une limite quand À tend vers 0 par 
des valeurs positives, cette limite est la dérivée à droite au 
point x. De même, la dérivée à gauche est la limite du rapport 
quand À reste négatif. Quand ces deux dérivées sont égales, la 
fonction a une dérivée unique au point x, ou tout simplement 
une dérivée : celle que nous avons définie tout d’abord. 

Si la fonction f(x) admet une dérivée (unique) en tout point 
intérieur de l'intervalle (a, b) et, de plus, une dérivée à droite 
en a et une dérivée à gauche en b, elle est dérivable dans (a, b). 

Il est d’abord évident qu’une fonction ne peut être dérivable 
dans un intervalle (a, b) qu'à la condition d'être finie en tout 
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point intérieur à cet intervalle, car une fonction n’a pas de dé- 
rivée (unique) en un point où elle est infinie (*). Maïs nous 
avons aussi le théorème suivant : 

Toutè fonction qui a une dérivée FINIE pour une valeur don- 
née de x est continue en ce point. 

En effet, soit e une quantité qui tend vers 0 avec À, on à 


OR EHO PTS PR 


lim [f(x + h) — pr lim À [f'(x) + e) = 0. 


91. Cas particuliers. — I. Si f(x) se réduit à une constante, sa 
dérivée est nulle. En effet, 


f(x ER) SPC) Jarre 


lim h F 


LI. Si f(x) = x, sa dérivée est égale à l'unité. En effet, 


(RULES 
li k 1111) Péri. 
92. Signification géométrique de la dérivée. — C’est le problème 


des tangentes aux courbes planes qui à conduit à la considéra- 
tion des rapports d’infiniment petits et à la définition de la 
dérivée. Nous allons montrer, en effet, que la détermination 
d’une tangente à une courbe plane revient à celle de la dérivée 
d’une fonction. 

Considérons une courbe rapportée à des axes rectangulaires 
ou obliques, et soient x et y les coor- 
données d’un point M de la courbe 
(fig. 1), celle-ci ayant pour équation 


= f(x). 
Pour définir la tangente à la courbe 
au point M, considérons une sécante 


MM' menée par ce point ; si, lorsque 


LTD 0 


le point M'se rapproche indéfiniment 


(*) Par exemple, si la fonction f(x) était finie de part et d'autre d’un 
point x où elle égale à + «, ses dérivées à droite et à gauche existeraient 
au point x mais seraient différentes. à savoir respectivement — x et +-c. 
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du point M, la sécante MM' tend vers une position limite MT, 
cette droite-limite est la tangente à la courbe au point M. 

Le point M étant donné, la détermination de la tangente 
revient à celle de son coefficient angulaire +. Appelons c le 
coefficient angulaire de la sécante MM'et désignons par x + Ax 
et y + Ay les coordonnées du point M'. Menons MP parallèle 
à OX : on aura 


ns PM'_Ay 
MP Ax 
Quand M'se rapproche indéfiniment de M, s tend vers 7 ; 
donc 
PS 0 Yann D LION) lt) Re 70 
slim er lim -—-—— EVE TE 27 f(x). 


La dérivée de la fonction f(x) est égale au coefficient ang'u- 
laire de la tang'ente à la courbe qui a pour équation y = f(x), 
cette tang'ente étant menée au point de coordonnées x, y. 


93. Différentielle, — Nous dirons qu’une fonction y = f(x) est 
différentiable en un point x si elle est finie et déterminée aux 
environs de ce point, et si, donnant à x un accroissement arbi- 
traire Ax, la différence Af(x) correspondante peut se décom- 
poser en une somme de deux termes : 

(1) Af(x) = AAx + eAx, 
A étant indépendant de Ax, et e tendant vers 0 avec Ax. Alors 
le premier terme qui est simplement proportionnel à Ax prend 
le nom de différentielle de y et se désigne par dy ou df(x) 
(Lergxiz). On a donc 
XXI RASX: 


Mais, quand Ax tend vers 0, on tire de l’équation (1) 
Rave 
lim nel EN) 


ce qui prouve que, si /(x) est difféerentiable, f'(x) a une valeur 
finie et déterminée. Réciproquement, si f'(x) à une valeur finie 
À, l'équation (1) a lieu par définition de la dérivée. Donc la 
condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x) 
soit différentiable au point x est qu’elle ait, en ce point, une 
dérivée finie et déterminée, ce qui exige qu'elle soit continue, et 
alors on à 


(2) df(x) = f'(x) Ax. 
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La différentielle d'une fonction est donc le produit de sa déri- 
vée, supposée existante et finie, par une différence arbitraire 
Ax attribuée à la variable indépendante x. 

Il est à remarquer que l’équation (1) prend ainsi la forme 


Ay = dy + e Ax. 


Dans le cas particulier où f(x) se réduit à x, on sait que 
fix) = 1, et l'équation précédente se réduit à 


dx = Ax. 


Donc la différentielle de la variable indépendante se confond 
avec la différence généralement arbitraire de cette variable. 

La formule (1) peut ainsi être remplacée dans le cas généra! 
par 

(3) df(&)= f(x) dx. 

Donc /a différentielle d’une fonction est le produit de sa déri- 
vée par la différentielle de la variable indépendante. 

Si l’on divise par dx, on trouve 


(4) fes) = LE. 


Donc la dérivée d'une fonction est égale au rapport de la diffé- 
rentielle de la variable à la différentielle de la fonction, ce qui 
fournit une nouvelle expression de la dérivée (LE1Bxiz) et celle 
qui est le plus employée. 


REMARQUE. — La substitution de dx à Ax dans l’équation (1) 
n’a rien de nécessaire, mais elle est consacrée par l’usage et cet 
usage est justifié. Nous verrons en effet (n° 95, V) que l’équa- 
tion (3) est plus générale que (1) : celle-ci suppose que x soit l& 
variable indépendante, tandis que l’équation (3) n’est pas sou- 
mise à cette restriction. 


94. Signification géométrique des différentielles. — La différentielle 
aussi est susceptible d’une interprétation géométrique qui se 
rattache à celle de la dérivée. Considérons encore la courbe 
(fig. r) qui a pour équation 


y = f(x). 


Menons la tangente au point M de coordonnées x et y. Don- 
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nons ensuite à x un accroissement arbitraire Ax et soit M''le 
point de la tangente qui a pour abscisse x + Ax. On a Ax = MP 
et l'accroissement correspondant de l’ordonnée de la tangente 
est PM". Or PM'': MP est le coefficient angulaire f(x) de la 
tangente ; il vient donc 


M'P = (MP) f'(x) = Ax f(x) = df(x). 


Donc la différentielle de f(x) est égale à l'accroissement de 


l'ordonnée de la tangente à la courbe y = f(x), lorsque l'on 
passe de l'abscisse x du point de contact à une autre abscisse 
.X + Ax. 


95. Reègles de dérivation. — L'opération par laquelle on déter- 
mine la dérivée d’une fonction s’appelle dérivation ; celle par 
laquelle on détermine la différentielle, differentiation. Le pre- 
mier objet du calcul différentiel est d'établir les règles de ces 
opérations. 

Nous examinerons d’abord le cas où la fonction proposée est 
composée au moyen d’un certain nombre de fonctions plus 
simples, dont la dérivée sera toujours supposée déterminée et 
finie. 


I. DÉRIVÉE D’UNE SOMME. — Soit y — u + v — w + ...une 
somme algébrique de fonctions ayant des dérivées connues 
u',v w',... Donnons à x un accroissement Ax et désignons par 
Ay, Au, Av, Aw,... les accroissements correspondants des fonc- 
tions ; On à : 

APN a AD, AAt " 
AS RASE CERN 
d’où, en faisant tendre Ax vers zéro et en passant à la limite, 
Y'=u +v —w! +. 
En multipliant les deux membres par dx, il vient 
dy = du + do — diw +. 


Donc la dérivée (ou la différentielle) d’une somme algébrique 
de fonctions est la somme des dérivées (des différentielles) de 
chacune de ces fonctions. 


IT. DÉRIVÉE D'UN PRODUIT. — Soit y = uv un produit de deux 


fonctions ayant des dérivées u' et v'. On a : 
6 
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> (uHau)(v Av) =tuv Au 
RE Ax ru 


et, en faisant tendre Ax vers zero. 


INTER . Au 
= lim de lim (v + Av) + u lim Ne u'v + v'u. 


En multipliant par dx, on trouve 
dy = u dv + v du. 


Donc la dérivée (ou la différentielle) d’un produit de deux 
facteurs est égale à la somme de chacun des facteurs, multipliés 
respectivement par la dérivée (ou la différentielle) de l’autre. 

Si v se réduit à une constante à, sa dérivée et sa différentielle 
sont nulles, done 

D.au = a Du, LA LOU, 

On voit que la dérivée (ou la différentielle) du produit d’une 
fonction par une constante est égale au produit de la constante 
par la dérivée (ou la différentielle) de la fonction. On exprime 
cette propriété en disant qu’un facteur constant peut sortir du 
signe de dérivation (ou de différentiation). 

On aura, par la même règle, 


Duvw = vwDu + uD.vw = vwDu + uwDo + uvDw 
et, en général, quel que soit le nombre des facteurs, 


Duvw.…. = now... (EE + Sa» ) 


Si l’on fait u — v = w = et si l’on suppose le nombre des 
facteurs égal à m, il vient (m entier) 
Dur mue Du 
En particulier, si u = x, 
DÉPENS 
Si l’on multiplie les deux dernières équations par dx, il vient 
du div 
UDIUS UD ee jt + ) 


dut = mu du. 


ele : ul 
III. DÉRIVÉE D'UN QUOTIENT, — Soit y — 5 °2a 
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u + Au u Au Ao 


Ay_v+Av v ‘Ax  "Ax 


Ax NÉE (UE PAG) 


d’où, en passant à la limite, 


S1 l’on multiplie par dx, il vient 


v du — u dv 
RE 


u 
dy = d- = 
1: 7 


Dans le cas particulier où «x se réduit à une constante a, sa 
dérivée est nulle et il vient 


sa Do a 
Dee 2 d——— 

2) U U 
IV. DÉRIVÉE D’UNE FONCTION INVERSE. — Soit y = f(x) une 
fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu’on ait 
x — (y). Si l’une de ces fonctions admet une dérivée différente 


de zéro, l’autre fonction aura aussi une dérivée et celle-ci s’ob- 


tiendra immédiatement. 
Supposons connue la dérivée de © par exemple. On à 


Ay : I ; ae 218 Ax MR Ar 6 
ee 7 ; mais lim NAE g'(Y), 
\ AY 


il viendra donc, à la limite, si (y) n’est pas nul, 


Ho nent 
POY) px) 

Donc la dérivée de ÿ considérée comme fonction de x est 
l'inverse de la dérivée de x considérée comme fonction de y. 

Si l’on représente par un indice la variable considérée comme 
indépendante dans la dérivation, en d’autres termes, celle par 
rapport à laquelle on dérive, la règle précédente peut s’écrire 

I 
DS 


D> y = 


V. DÉRIVÉE D’UNE FONCTION DE FONCTION. — Soient y — F (u) 
et u = f(x), de sorte que y s'exprime en fonction de u, u étant 
lui-même fonction de x. Supposons toujours que F (u) et f(x) 
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aient des dérivées finies et déterminées K'{(u) et f'(x). On a 


et, à la limite, Au tendant vers zéro avec Ax, 


y = F(u)f (x): 

Donc la dérivée de ÿ par rapport à x est le produit des déri- 
vées, supposées existantes et finies, de y par rapport à u et deu 
par rapport à x. Si ces dernières dérivées n’existaient pas, la 
règle ne serait plus applicable, mais il n’en résulterait pas 
nécessairement que y n’admit pas de dérivée par rapport à x. 

Si l’on multiplie l'équation précédente par dx, on obtient 


dy Fu) du. 


Donc, si y = F(u), dy s'exprime au moyen de du comme siu 
était la variable indépendante. Toutefois cette règle suppose 
F (au) et u différentiables. 

Cette règle fondamentale montre que la différentielle d’une 
fonction de x se calcule toujours par les mêmes règles, qu’elle 
soit exprimée directement en fonction de x ou au moyen de 
variables auxiliaires. 


96. Dérivées des fonctions élémentaires. — I. EXPONENTIELLE. On 
a, par définition de la dérivée, 
. æ+h d , EEE 
D'or = Lines PALIN ee 
R=0 l R=0 hR 
Posons 6e — 1 = «, d’où h — Log(r + «) ; « aura pour limite 0 
avec h. Donc (n° 36) 


CCE a, o I T 


1 
lim Log (1 + a) 
{1 vient ainsi 
D'e7—e?", 
Donc la fonction e? se reproduit par dérivation. 
La dérivée d’une autre exponentielle quelconque s’obtient par 
la règle des fonctions de fonctions. On a 


D AT= D'erloes = er Le AT) (x Eog A) "AT LOg A: 


IT. LOGARITHME. — Considérons d’abord les logarithmes pris 


dans la base A et soit 
y = Log x. 
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Cette fonction est l’inverse de l’exponentielle x = AZ et sa 
dérivée se calcule par la règle des fonctions inverses. On a 


VE AO ve DR RE 
2ŸTD,x AvLogA xLogA 


En particulier, si les logarithmes sont naturels, on à 


I 
D Log x— =: 


C2 


III. Puissance. — Soit a un nombre donné, et x une variable 
positive. On a, par les propriétés des logarithmes, 


xa4 2= eaLogæx, 


On en tire, par les propriétés des logarithmes, 
(42 a Log æ A (4 & a—1 
EC SEP AN ALLO DC REEX Va. 


Donc, la règle établie précédemment (n° 95, II) pour a entier, 
est générale. 
ER I 
En particulier, si a — 5 0nà 


— I 
D = —, 
Ve 


IV. FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES. — 1° Soit d’abord y = sin x. 
On a, par définition, 
Hot à) 
Ne ; sin — COS| X + — 
.. Sin(x + h) — sin x 2 | ay. 
Dy = Lin = — "== 21m —-—— 
A—0 R h=—0 R 


Ü 


h Le AR 
Or cos (x + 5) à pour limite cos x, 1l vient donc, en rem- 


plaçant À : 2 par a, 
lim Sd 


Dy = cos x 


a—0 O!. 


On sait, par les éléments de trigonométrie, qu’un are moin- 
dre qu’un quadrant est compris entre son sinus et sa tangente. 
Donc, si « est positif, on à 


: | À œ ï 
sin à < à < tg à, d’où (CORRE L 
Sin & COS à 


A Pr ; sr LE 
Ainsi, si « tend vers zéro en restant positif, ie reste com- 
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pris entre deux quantités qui ont pour limite l’unité et l’on a 
aussi (n° 18, IV) 


lim ———— = 17 
% 


0 


D'ailleurs, comme à : sin « ne change pas quand « change de 
signe, cette limite subsiste pour a négatif, et on peut la substi- 
tuer dans la valeur de DYy, ce qui donne 


Dy = Dsin x = cos x: 


2° On à ensuite, par la règle des fonctions de fonctions, 


: T T T 
D cos x — D sin é — x) — COS É — x)D e — x ), 


D cos x = — sin x. 
3° La règle pour dériver un quotient donne 


sin X cos x D sin x — sin x D cos x 
COS x cos? x 


I 
D te x = ———. 
8 COS? X 


4 On trouve, de même, 
I Sin x 


D sec x — D ( D ans LB VIPOCS 
COS COS? x 


. T 1 
5° Enfin, en changeant x en E — x) dans les deux dernières 


fonctions, on obtient, par la règle des fonctions de fonctions, 


DCotx=—— D cosec x = — cot x cosec x. 


V. FONCTIONS TRIGONOMÉTRIQUES INVERSES. — [1° Soit, en pre- 
mier lieu, y = arc sin x ; la branche principale est définie (n° 38) 
par les conditions 


Pour en trouver la dérivée, appliquons la règle des fonctions 
inverses, On à X = sin y, donc 
D, x = cos y = V1 — sin? y = Vr — 2x2. 
Ce radical doit être pris avec le signe +, car cos y est positif 


. 1 T 
quand y varie de — à + —. On a donc 
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D,x = + VI — x°, 
I 
NI Dee 
Les autres branches de arc sin x se partagent en deux classes, 
liées à la principale par les deux formules (n° 38) : 


D,7y = D arc sin x — 


y = arc sin x + 247, 
y =(r—arc sin x) + 2kr. 


Les premières auront donc même dérivée que la branche 
principale et les secondes, une dérivée de signe contraire. 

2° La dérivée de y = arc tg x s'obtient aussi par la règle des 
fonctions inverses. On à x = tg y ; donc 


=, 1 + tpgy —1 Ex. 
cos? y + ty Je 


On en conclut 


L 
D = D 1 NU 
æY HORS enr 


etle résultat est le même pour toutes les branches de la fonction. 
3° Les dérivées des autres fonctions circulaires inverses se 
calculent au moyen des dérivées précédentes par les formules : 


D arc cos x — D(® — arc sin x) =: — D'arc sin x, 
| T N 
D arc cotx = D é — arc tg % ) — — D arc tg x, 


I De I 
D arc sec x = D arc cos — = — ne 


x \- 1  XVX? 1" 
I — 
x? 


I 


MOT 
D arc cosec x = D arc sin — — — 


9'7. Différentielles des fonctions élémentaires. — Ces différentielles 
s’obtiennent en multipliant les dérivées par dx. On obtient 


ainsi le tableau suivant, qu’il est indispensable de connaître 
par cœur : 
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= dx 
DC ERNEST EUR NE 
ZINC 
: dx 
DATENT T0 GATE Œd'LOgaX = — 
x Log À 
dx 

d'ererdx Tops 

; : dx 
dsin x = cos x dx d'arc sin x — | 

IX"? 
dx l 

d te x _— ‘ Rent. 

S PRE. d'ATCiX— ET 
d'sec x = tg x sec x dx dare sec x — __dx 

XVX?—1 
d cos x = — sin x dx d'arc cos x = — d'arc sin x 
d'cot x me d 
X = EN arc cotx = — d'arc tg x 

d cosec x = — cotx cosecx dx darc cosec x = — d arc sec x 


II est essentiel de remarquer que les formules de ce tableau 
subsistent encore quand on y remplace la variable x par une 
fonction quelconque x de x. Ainsi 


d'At— AtLog À du, etc. 


98. Différentiation des fonctions composées. — Les règles géné- 
rales du n° 95 et les formules du tableau précédent suffisent 
pour déterminer la différentielle d’une fonction explicite quel- 
conque y, pourvu qu’elle soit exclusivement composée par 
addition, soustraction, multiplication, division ou superposition 
du signe fonctionnel au moyen des fonctions élémentaires. En 
effet, par l'introduction de variables auxiliaires, on ramènera 
la fonction y à des sommes, produits, de simples lettres ou à 
des fonctions élémentaires d’une seule lettre. La différentielle 
s’exprimera par les règles des n°% 95 et 97 au moyen des diffé- 
rentielles des variables auxiliaires. On recommencera la même 
opération pour calculer les différentielles des variables auxi- 
liaires et l’on continuera ainsi de suite jusqu’à ce que les diffé- 
rentielles puissent s'exprimer en fonction de x et de dx seule- 
ment. En éliminant alors les variables auxiliaires et leurs 
différentielles, on obtiendra dy en fonction de x et de dx. Pour 
trouver la dérivée Dy, il suffira de diviser par dx. 

Avec un peu d'exercice, ces calculs sc font très rapidement. 
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On peut même se dispenser d'introduire de nouvelles lettres et 
la série des substitutions se fait mentalement. Soit, par exemple, 
à trouver la différentielle de es? cos x ; on a successivement 


des cos x = cos x des? EL esinx 4,cos x 
cos x es? d,sin x — eSin? sin x dx 


= en & (cos? X — sin x) dx. 


REMARQUES. — Certaines fonctions de fonctions revêtent par- 
fois une forme sous laquelle le mode de composition n’est pas 
immédiatement apparent, et il faut alors les transformer avant 
de les différentier. 
| C’est le cas pour les fonctions u° et Log.,v, dans lesquelles x 
et v désignent des fonctions de x. On commencera par les 
exprimer au moyen d’une base constante, par exemple e ; on 
aura ainsi | | 
Log v 


ut? — e°Logu Los UE 
Bu Log u’ 


etles différentielles s’obtiennent alors par les règles précédentes. 
La dérivée logarithmique de y est la dérivée, y' : y, de son 
logarithme. La dérivée y’ s’en déduit en multipliant celle-ci 
par y. Soit, par exemple, y — uv“; on aura 
Log y = v Log u + u Log v, 

al 


Î 
= v' Log u + u' Log vu + ee. 


LS 


uv! 
U 


Cet exemple montre qu’il est souvent commode de passer par 
la dérivée logarithmique pour calculer la dérivée de y. 


99. Exception aux règles précédentes. — Les règles de dérivation 
des fonctions composées supposent l’existence des fonctions 
composantes et de leurs dérivées. Si cette condition vient à 
manquer en certains points exceptionnels, les règles ordinaires 
ne s’appliqueront plus en ces points-là, et il faudra un calcul 
direct pour s'assurer de l’existence de la dérivée et pour la dé- 
terminer. 

Considérons l’exemple classique 

f[(&)=x?sin 
+ 


Sauf au point x — 0, cette fonction est bien définie, continue 
et elle a pour dérivée 
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PEL I 
fl (&) = 2%X/Sin ÉCURIES 
Achevons de définir f(x) en faisant f(0) = 0, de sorte que f(x) 
est encore continuè au point 0. Comme sinus de 1 : 0 n’a pas de 
sens, les règles de dérivation ne s'appliquent pas au point 0. 
Cependant f'(0) existe et se calcule directement. Puisque 
f(0) = 0, on à, par définition. 


lim f(h) il 
0 Dé) = — 
fa(0)E, der — lim À sin ; = 0. 


Il faut remarquer que f'(x) ne tend ici vers aucune limite 
quand x tend vers 0, auquel cas cos (r : x) oscille indéfiniment 
entre — 1 et + 1. Cet exemple prouve donc que f(a) peut avoir 
une valeur déterminée, sans être la limite de f(x) quand x tend 
vers à. 


100. Extension des définitions au cas d’une variable complexe. — 
Soit 3 — x + yi une variable complexe ; la dérivée d’un poly- 
nome ou d’une fraction rationnelle f(3) se définit comme dans 
le cas d’une variable réelle. C’est la limite, f' (2), vers laquelle 


tend le rapport 
LL) TE) 
R 


des accroissements (réels ou complexes) correspondants de la 
fonction et de la variable quand celui-ci tend vers zéro d’une 
manière quelconque. Lorsque cette limite n’existe pas, la fonc- 
tion n’a pas de dérivée pour la valeur considérée de z. 

Les différentielles se définissent en multipliant les dérivées 
par la différentielle dz de la variable indépendante. Cette der- 
niére différentielle n’est autre chose que l’accroisssment arbi- 
traire À — Ax -+ iAy que l’on attribue à cette variable. 

Les règles qui ont été établies (n° 95) pour dériver une somme, 
un produit, un quotient de deux fonctions, une puissance entière 
de la variable indépendante, règles qui résultent immédiatement 
de la définition de la dérivée comme limite d’un quotient, 
subsistent intégralement dans le cas où la variable est complexe. 
Ces règles suffisent pour dériver un polynome et une fraction 
rationnelle, 


DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES OI 


TI. Si f(z) est un polynome entier, 


(2) = A, Adi - A zn—1 + … + An Z + An , 
On à 


[' (3) = nAs2M + (n — 1) A + + Apr. 


Donc la dérivée d’un polynome est finie et déterminée pour 
toutes les valeurs de z sans exception. 


II. Si (2) est une fraction rationnelle, ses deux termes sont : 
des polynomes À et B ; et la règle pour dériver un quotient 
donne 


Done une fraction rationnelle à une dérivée déterminée pour 
toutes les valeurs de = sauf les racines du dénominateur B. 


III. Lorsqu'un polynome est décomposé en facteurs linéaires, 
sa dérivée s'obtient aussi par la règle de dérivation d'un pro- 
duit. Soit 


fa) = (4 — a) (z — bb)". : 
on aura 


' CE Pphe nt? PET ÿ J1Lpee TO here 
Î (2) += (z a)”(z b}'! ., Ë res +- ci b 1 | 
La dérivée logarithmique serait, plus simplement. 
LE) CT REAUT 
Ho Me ri 


Remarque. — Comme nous le verrons, on se sert souvent de 
la considération des variables complexes pour obtenir plus 
facilement des résultats relatifs aux variables réelles. Ceux-ci 
en effet, se déduisent comme cas particuliers des premiers en 
supposant que la variable devienne réelle. 


EXERCICES. 


lDémontrer les formules suivantes : 


| bx  abax ol ET 200 2 ab dx 
d. mots d. Log FL) CAPTER TON 
ax # dx 


d,Log (x + Va? + 4?) =" d'arc sin 2 = 


Va 


d. Log sin + = cotx dx d, Log cos x = — tgx dx 


CHAPITRE I. FONCTIONS EXPLICITES D’UNE VARIABLE 


02 
ax | ATEN À dx 
d. Log te” EE Ce d. Log tg (2) — PRE 
2ab dx 


a+-btgx 
a*cos?x—b?sin?x 


ab dx 
d.arc re(Oter) ne d.Log 


1 sil emO rs 
: [ter+; 8 x cosx 
+ 3 : 
. - É COS # costx) sin ] —= 4 cos“ dx. 


2. Déterminer les dérivées à droite et à gauche au point 0 des deux 


a—btgx 


fonctions (supposées nulles au point 0) 


I x 
f(x) =xarctg, o(x) = 3 
1+e*x 
RONA 
nt A LENTE TRES (CFA ET 
Re re TA 2 lim SR DES HOET 0 
1 +e/# 
ES Es p(—4) I 
lim = arctg(—;)=—7 lim En? mé 
1+e # 


Ces deux dérivées sont donc différentes 
: (supposé nul pour #= 0) n’a pas de 


3. Montrer que f(x )=#xsin— 
dérivée au point x = (. 
R. Le rapport j (4) : » est égal à sin (1:#4) et ne tend vers aucune 


limite quand # tend vers 0. 


2. Propriétés de la dérivée. Nombres dérivés 


101. Théorème — Soit y = f(x) ; si l'on suppose Ax infiniment 
petit, et f'(x) fini et différent de 0 au point donné x, Ay et dy 
sont deux infiniment petits dont le rapport a pour limite 


l'unité. 
En effet, on à, par définition de la dérivée 


= f'(x)+ € 


e ayant pour limite 0 avec Ax. D'où, en divisant par f! (x) qui 
n’est pas nul par hypothèse, et en observant que dy = f' (x) Ax, 


Le théorème résulte de cette égalité, dans laquelle & : f! (x) 


a pour limite O avec Ax. 
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Donc, quand Ax est infiniment petit, Ay et dy sont deux 
infiniment petits, susceptibles d’être substitués l’un à l’autre 
sous les conditions exposées plus haut (n° 2r). On doit se garder 
toutefois de les confondre entre eux (*). 


102. Fonction croissante, décroissante en un point, — Si /'(x) est 
positif au point x, le quotient Ay : Ax a une limite positive, 
done Ay est différent de O et de même signe que Ax pour les 
valeurs suffisament petites de | Ax |. On dit, dans ce cas, que 
la fonction est croissante au point x. 

Si, au contraire, f(x) est négatif, Ay et Ax sont de signes 
contraires pour les valeurs suffisamment petites de Ax. Dans 
ce cas, la fonction est décroissante au point x. 

Il résulte de là que, si f'(x) n’est pas nul, la fonction f(x) 
admet toujours, dans le voisinage immédiat du point x, des 
valeurs supérieures et inférieures à celle qu’elle acquiert au 
point x. Les valeurs supérieures, par exemple, s’obtiendront à 
droite du point x si la fonction est croissante, et à gauche si 
elle est décroissante. Cette simple remarque sert de base à la 
proposition suivante, connue sous le nom de théorème de Rolle, 
quoique Rolle ne l’ait énoncée que pour un polynome. 


103. Théorème de Rolle, — Si la fonction f(x), continue dans 
l'intervalle (a, b), s’'annule pour x = a et pour x = b et admet 
une dérivée unique (finie ou infinie) en tout point intermédiaire 
(a, b pouvant ètre exclus), cette dérivée s'annulera en l'un des 
points intermédiaires. 

En effet, f(x) a une plus grande valeur M et une plus petite 
valeur m dans l’intervalle (a, b) (n° 27, ITI). Si M et m sont nuls 
tous deux, f(x), étant égale à zéro dans tout l'intervalle, est une 
constante et sa dérivée sera nulle dans tout l’intervalle. Dans 
ce cas, le théorème est démontré. Si, au contraire, M (ou m) est 
différent de zéro, la fonction f(x) atteindra cette plus grande 
(ou plus petite) valeur (n° 27, 111), pour une valeur & de x com- 
prise entre a et b. On aura f'(é) = 0 ; car, s’il en était autrement, 


(#) Dans les ouvrages d'applications, on a souvent le tort de les confon- 
dre. au moins dans le langage. 


94 CHAPITRE I. FONCTIONS EXPLICITES D’UNE VARIABLE 


la fonction f(x) serait croissante ou décroissante au point E et 
acquerrait dans le voisinage immédiat de ce point des valeurs 
supérieures et inférieures à f(E), comme on l’a montré au 
n° précédent. Donc f(£) ne serait pas la plus grande (ou plus 
petite) valeur supposée. 


JOROLLAIRE. — Si f(x) reprend la même valeur aux points a et 
b, sa dérivée s’annule en un point intermédiaire, car la fonction 
f(x) — f(a), qui a la même dérivée, s’annule pour x — a et pour 
NE 


104. Formule des accroissements finis (LAGRANGE). — Soit f(x) 
une fonction continue dans l'intervalle (a, b) tout entier, ayant 
une dérivée unique (finie ou non) en tout point intérieur (au 
sens étroit) à cet intervalle, il en sera de même pour la fonction 
w (x), définie par l’équation 


p (x) = (b — a)[f(x) — f(a)] — (à — a) [f) — f()]. 
Mais cette fonction s’annule pour x = a et pour x = b, done, 
en vertu du théorème de Rolle, sa dérivée, 


p' (x) = (b — a) f(x) — [f(b) — f(a)], 
s’annule pour une valeur & de x entre a et b, d’où 


NEED) INT 
Telle est la formule des accroissements finis. On la met le 
plus souvent sous une autre forme. Remplaçons à par x et D 
par x + h, alors £ (qui est compris entre x et x + h) peut être 
remplacé par x + 6h, 4 désignant un nombre généralement 
inconnu > 0 et < 1. On trouve ainsi 


(+R) — fe) = Rf'(& +0) 
(QE GER ET 


La formule antérieure ne supposait pas a < b et, par suite, 
h est, dans celle-ci, de signe quelconque. 

La formule des accroissements finis est une des formules fon- 
damentales du calcul différentiel. Elle est d’un usage continuel. 
On en déduit le théorème suivant : 


105. Theorème. — Toute fonction f(x), dont la dérivée est 
constamment nulle dans un intervalle (a, b), se réduit à une 
constante dans cet intervalle. 
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Soient, en effet, x et x + h deux valeurs de x appartenant à 
l'intervalle (a, b), on aura, par la formule précédente, en obser- 
vant que f(x) est continue (n° 90), 


FX +R)— f(x) = 0, d’où fœ+Rh)=f(), 


c'est-à-dire que la fonction est une constante, 


COROLLAIRE. — Deux fonctions f(x) et © (x) dont les dérivées 
sont finies et ég'ales dans un intervalle (a, b) ne diffèrent que 
par une constante dans cet intervalle. 

En effet, la fonction f(x) — + (x), ayant une dérivée constani- 
ment nulle, se réduit à une constante C et l’on à 

fx) = g(x) + C. 

Ce théorème est le théorème fondamental du calcul integral. 
Dans celui-ci, on se propose de trouver toutes les fonctions 
ayant une dérivée connue, On voit que le problème sera résolu 
si l’on peut en trouver une, car les autres s’en déduisent par 
l'addition d’une constante. 


106. Théorème. — Si f(x) x une dérivée f'(xX) et tend vers 
l'infini quand X tend vers une valeur finie a, il est impossible 
que f'(x) conserve une valeur finie quand X tend vers à. 

En effet, si | f'(x) | avait une borne supérieure finie M dans 
l'intervalle (a, b), la formule des accroissements finis donnerait, 
pour x compris entre a et b, 


BIC) D) IST RERO) 


et, comme on peut faire tendre x vers a dans cette formule, on 
voit que f(x) ne croîtrait pas indéfiniment quand x tend vers à. 


10'7. Fonction croissante ou décroissante dans un intervalle. — Si la 
dérivée f' (x) est positive ou nulle dans l'intervalle (a, b), sans 
toutefois être constamment nulle, la fonction f(x) est croissante 
dans l'intervalle (a, b), c’est-à-dire que (b étant > à) on à f(b) 
> f(@): 

En effet, quel que soit x entre à et b, la formule des accrois- 
sement finis s'applique aux deux intervalles ax et xb et donne 


f@)— f(x) = (— x)f"() 2 0, 
(x) — f(@) = (8 — a) f' (6) 2 0, 
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d’où f(b) > f(x) > f(ä) ; et j'en conclus f(b) > f(a), car l'égalité 
entraînerait la constante de f(x) et l’on aurait partout f" (x) = 0, 
contrairement à l'hypothèse. 

De même, si f'(x) est négatif ou nul dans l'intervalle (a, b), 
sans toutefois être constamment nul, la fonction f(x) décroît 
dans cet intervalle : on a f(b) < f(a). 


108. Formule de Cauchy. — Soient f(x) et F{x) deux fonctions 
continues dans l'intervalle (a, b) et admettant des dérivées bien 
déterminées et finies en tout point intermédiaire. Supposons : 
1° que les deux dérivées f'(x) et F'(x) ne s’'annulent pas simul- 
tanément entre ces limites et 2° que K(b) soit différent de F(a). 
On aura (CAucHY) 


FD) EN ETC) 


F(G)— Fa) FE 


(a < E< b) 


En effet, observons que la fonction de x 


f(x) IF) — F(a)] — F(x)[f() — /(e)] 
prend la même valeur aux points a et b ; il vient, par le théo- 
rème de Rolle, 


FE) LF() — F(a)] — KE) LG) — f(a)] = 0. 

Mais F'(£) n’est pas nul, sinon les deux dérivées f'(£) et F'(£6) 
s’annuleraient simultanément en vertu de cette relation (puis- 
que F(b) — F(a) n’est pas nul). Donc on peut diviser l’équation 
par F(b) — F(a) et K'(£), ce qui donne la formule de Cauchw. 


Remarque. — Si F'(x) ne s’annule pas pour x > a et < b, la 
condition 1° est évidemment vérifiée, mais la condition 2° le 
sera aussi, Car, si F(b) était égal à F(a), la dérivée s’annulerait 
en un point intermédiaire. 

La formule des accroissements finis n’est qu’un cas particu- 
lier de celle de Cauchy. Il faut faire F(x) = x, ce qui est per- 
mis, puisque la dérivée, F'(x) = 1, ne s’annule pas. 


109. Theorème. — Si f'(x) est continue dans l'intervalle (a, b), 

à tout nombre positif s correspond un nombre à tel qu'on ait 
R) — f(x 
LE +) IC) _ pp | ce sil] <8 


pourvu que x et x + h appartiennent à l'intervalle (a, b). 
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Par la formule des accroissements finis, le premier membre 

se met sous la forme 
| F'Cx + 4h) — f(x) | . 

Mais on peut supposer l’oscillation de la fonction continue f 
moindre que & dans tout intervalle < à (n° 27, IV), auquel cas 
cette différence est a fortiori < &. 

Réciproquement, si Af : Ax converge uniformément vers sa 
limite f'(x), celle-ci sera fonction continue de x dans l'intervalle 
(a, b). | 

Montrons, en effet, que l’accroissement de f(x) peut être 
rendu inférieur à tout nombre donné 3 e, à condition de rendre 
celui de x suffisamment petit. 

Prenons d’abord h assez petit pour qu’on ait, quel que soit x, 

FC ED TEE Rae 

Donnons ensuite à x un accroissement (positif ou négatif) 
suffisamment petit pour que le rapport [f(x + hk)—f(x)]: 2h, qui 
est fonction continue de x, varie de moins que € ; commen 
varie de moins que 2e, f'(x) variera de moins que 3€. 


110. Théorème. — Si f(x) est continue et dérivable dans l'inter- 
valle (a, b), f(x) ne peut passer d’une valeur à une autre dans 
cet intervalle sans passer par toutes les valeurs intermédiaires 
(DArRBoUx). 

Considérons d’abord le cas où f'(a) et f'(b) sont de signes 
contraires ; je dis que f'(x) s’annule entre a et b. En effet, soit, 
pour fixer les idées, f'(a) > 0 et f'(b) < 0, la plus grande valeur 
de f(x), ne pouvant être atteinte ni en a ni en b, le sera en un 
point intermédiaire &, où l’on aura donc f'(£) — 0. 

Passons au cas général. Soit À un nombre compris entre f'(a) 
et f'(b) ; la fonction f(x) — Ax aura ses dérivées de signes con- 
traires en a et en b, Donc il existe un point intermédiaire où 
f'E) — A = 0 et FE) = A. 

Il est à remarquer que la propriété énoncée dans ce théorème 
appartient aux fonctions continues (n° 27, VI) maïs ne les carac- 
térise pas. 
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1 1 1. Nombres dérivés. — Soit f(x) une fonction univoque de # : 
considérons le rapport 


f(x +4) — f(x) 
h 


Quand # tend vers zéro en restant positif, ce rapport a une plus grande 
limite et une plus petite limite qui peuvent être finies ou infinies (n° 15). 
La première est le nombre dérivé supérieur à droite, la seconde le xombre 
dérivé inférieur à droite. On les représente par les symboles (Din) : 


Az; Âx 


Si ces deux nombres sont égaux, leur valeur commune sera celle de 
la dérivée à droite au point + (n° oo). 


De même, la plus grande et la plus petite limile du rapport précé- 
dent quand # tend vers 0 en restant négatif, sont les nombres dérivés 
supérieur et inférieur à gauche. On les représente par ALetA. et, s'ils 
sont égaux, leur valeur commune est celle de la dérivée à gauche. 


Au lieu de nombres dérivés, nous dirons aussi bien dérivées supé- 
rieures ou inférieures à droite ou à gauche. 


Si l'on change x en — x, les dérivées à droite se permutent avec 
celles de gauche ; si l’on remplace f(x) par — f(x), les supérieures se 
permutent avec les inférieures en changeant de signe. 


Cette simple remarque permet, dans bien des cas, d'étendre immé- 
diatement aux quatre nombres dérivés un théorème établi pour l’un 
d'eux. 


112. Propriétés des nombres dérivés d’une fonction continue. — 
1. St L et Z sont les bornes supérieure et inférieure de lun des quatre nom- 
bres dérivés dans l'intervalle ab (b > a) (*), et st la fonction f(x) est continue 
dans cet intervalle, on aura 


HUE AO. 


b— a 


Supposons qu'il s'agisse de la dérivée supérieure à droite A et pro- 
posons-nous d'établir la seconde inégalité. Il suffira de montrer que, 
quelque petit que soit & positif, il est impossible que l’on ait 

f(b)—jf{a) —(L +e) (b—a) > 0. 
En effet, si cette inégalité avait lieu, la fonction continue 


ç (4) =/(x) —f{a) — (L +) (x — 4), 


(*) Pour déterminer ces bornes, on ne doit pas tenir compte de la dérivée 
à droite du point à ou à gauche du point a, la définition de ces nombres se 
faisant en dehors de l’intervalle ab. 


NOMBRES DÉRIVÉS 99 
qui est certainement négative pour x suffisamment voisin de a (puisque 
Au < L +Ee), changerait de signe et s’annulerait, par conséquent, entre 
a et b. Soit c sa plus grande racine inférieure à b ; pour # > ©, on aura 
o (x) > 0, donc ® (x) — vw (c) > 0, c’est-à-dire 


AA) ALES) (rc) 0 


donc A, serait > L +e, ce qui est contraire à la définition de L. 


IT. Les quatre nombres dérivés ont la même borne supérieure et la même 
borne tnférieure finie ou infinie dans tout intervalle (*) (Dixi), 


Pour fixer les idées, considérons les deux bornes supérieures L et 
L' des deux dérivées supérieures A et A'. Si x! et x!! sont deux valeurs 
quelconques de x, le théorème précédent s'applique à l'intervalle r!x!! 


et donne 
Ja) —f (x) 


TRE" € L'et que E. 


Donc aucun nombre dérivé ne peut surpasser ni L ni L'donc L 
et L', ne pouvant se surpasser l’un l’autre, sont égaux. 


En particulier, si l’un des quatre nombres dérivés est continu en un point 
ou dans un intervalle, ils le sont tous, et la fonction (supposée continue) a 
une dévivée unique en ce point ou dans cet intervalle. 


Donc encore, st l’un des nombres dérivés est constamment nul, la fonction 
f(x) a une dérivée unique nulle et se réduit à une constante. 


113. Fonction croissante, décroissante dans un intervalle. — Si l’un 
des nombres dérivés d’une fonction continue f(x) est constamment positif ou nul 
(sans l'être constamment) dans l'intervalle ab, la fonction est croissante dans 
cet intervalle, c’est-à-dire que f(b) > fa). 


En effet, le théorème I du n° précédent s'applique aux intervalles 
(a, x) et (x, b) et, la borne inférieure / étant > 0, on en conclut 


(x) —f(a) 2 0, JE) — f(x) 2 0. 
Donc f(b) > f(x) > f(a) et j'en conclus f(b) > f(a), car l’égalité en- 
traînerait la constante de f(x), et f(x) serait constamment nul. 


De même, si l’un des nombres dérivés est constamment négatif ou nul 
(sans l'être constamment) dans l'intervalle ab, la fonction continue f(x) est 
décroissante dans l'intervalle ab, c’est-à-dire que f(b) < f(a). 


114. Théorème. — Soit f(x) une fonction continue dans l'intervalle (a, b) ; 


st f(b) est plus petit (plus grand) que f(a), l'ensemble des points de cet in- 
tervalle où un même nombre dérivé de f(x), par exemple À, est négatif (posi- 
hf) a la puissance du continu et contient un ensemble parfait. 


(*) Voir la note de la page précédente. 
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Soit (db) < f(a). Prenons € positif assez petit pour que la fonction 
p (x) = f(x) — j(a) + E (x — a), 


nulle pour x — a, soit négative pour x — bd. Soit ensuite c un paramètre 
négatif supérieur à + (b). Considérons la courbe y = (x) et l’horizon- 
tale y —c ; la courbe est au-dessus de l'horizontale au point a et en 
dessous au point &. Donc l'horizontale coupe la courbe entre les deux. 
Soit M le point d’intersection dont l’abscisse X est la plus grande : la 
courbe sera sous l’horizontale à droite du point X, de telle sorte qu’on 
a, pour positif assez petit, 


DR ES eco: 


Donc, quand # tend vers 0, il vient, à la limite, au point X, 
A+e<oO, d’où A —E< 0. 


À chaque valeur du paramètre c entre 0 et #(b) correspond un 
point X différent où À est négatif. On voit déjà que l’ensemble E de 
ces points X a la puissance du continu. 


Je dis que l’on a aussi A << — e aux points-limites de l’ensemble E. 
Observons, en effet, qué M se déplace vers la gauche quand l'hori- 
zontale s'élève, c’est-à-dire que X varie en sens contraire de c. Consi- 
dérons donc une suite de points X tendant vers un point-limite X, (de 
gauche à droite par exemple) et la droite variable y — c correspon- 
dante. Celle-ci descend alors constamment et tend vers une position- 
limite y = ©, ; mais à droite du point X, elle était toujours au-dessus de 
la courbe, donc, dans sa position-limite, elle l’est encore (le contact 
étant possible). Le même raisonnement que tout à l’heure s'applique 
donc encore au point-limite X, et prouve que l’on a A+e<O0en ce 
point. 


En définitive, on a À < 0, dans l’ensemble E et son dérivé, c’est-à- 
dire dans un ensemble fermé ayant la puissance du continu, donc 
dans un ensemble parfait (ns 6r et 69). 


REMARQUE. — Si l’ensemble E des points où la dérivée supérieure A est 
négative était de mesure nulle, l'ensemble K; des points où cette dérivée est 
infinie négative contiendrait aussi un ensemble parfait. 


Prenons, en effet, e assez petit pour que f(b) — f(a) + € soit encore 
négatif, et donnons-nous une suite illimitée positive e1, &, €3,.. telle 
que l’on ait 


M Eee 


Enfermons successivement E (au sens étroit) dans une infinité d’in- 
tervalles «, puis d’intervalles 8, puis d’intervalles y, tels que 


NN ee 
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Désignons par o(#) la somme, fonction de x, des longueurs de tous 
les intervalles «, 8, y, et portions de ces intervalles entre a et x. Cette 
fonction positive w(x) est < e dans (a, b) ; elle est essentiellement crois- 
sante (ou constante) ; ses nombres dérivés sont positifs (ou nuls) par- 
tout, mais, de plus, infinis en chaque point de l’ensemble E, lesquels 
sont intérieurs à une infinité d’intervalles «, B, y,..., auquel cas ®(x) 
croît plus rapidement que tout multiple de x. 

Ceci fait, la fonction 


Ja) + #4) 


ne peut avoir sa dérivée supérieure À négative qu'aux points de l’en- 
semble E, contenu dans E où celle de f(x) est infinie négative. Comme 
on a d’ailleurs f(b) + &(b) < f(a) + +(a), on est ramené au théorème 
précédent. 


1415. Théorème. — S2 un nombre dérivé d'une fonction continue f(x) 
change de signe dans un intervalle (a, b), l'ensemble E de tous les points où 
ce nombre a le mème signe contient un ensemble parfait. Si, de plus, E est 


de mesure nulle, la partie de E où le nombre dérivé est infini contient aussi 
un ensemble parfait. 


Supposons, pour fixer les idées, que E soit l’ensemble des points où 
À < 0. Si A est < 0 au point x, f(x + k) sera < f(x) à condition que # 
soit positif assez petit, ce qui ramène au théorème précédent. 


116. Théorème généralisé de Scheeffer. — Si, dans un intervalle (a, b), 
deux fonchons f(x) et fa(x) ont leurs nombres dérivés supérieurs à droite : 
10 Jinis en chaque point sauf peut être dans un ensemble K;, et 20 égaux sauf 
peut-être dans un ensemble de mesure nulle, les deux fonctions ne diffèrent que 
par une constante dans l'intervalle (a, b), à moins que K; ne contienne un 
ensemble parfait. 


En effet, les dérivées supérieures à droite étant de plus grandes 
limites, on a, en considérant A comme un symbole opératoire, 


À (A nt) IV on NES 


Donc f; —/; a son nombre dérivé À nul ou positif sauf dans un 
ensemble de mesure nulle, et il ne peut être infini négatif que si Ai 
ou À /, est infini, donc dans E,. Par conséquent, si E, ne contient pas 
d'ensemble parfait, ce nombre dérivé ne peut être négatif en vertu du 
théorème précédent, et la fonction ÿ, — jf, est constante ou croissante 
dans (a, b). Pour les mêmes raisons, jf — j l’est aussi. Ces deux fonc- 
tions ne pouvant être en même temps croissantes, elles sont constantes. 


Un ensemble parfait n'étant pas dénombrable, le théorème précé- 
dent renferme comme cas particulier l’énoncé de SCHEEFFER : 


Deux fonctions continues qui, dans un intervalle (a, b), ont la mème dérivée 
supérieure à droite finie, sauf pour un ensemble dénombrable de points, ne 
peuvent différer que par une constante dans cet intervalle. 


REMARQUE. — Le théorème précédent admet une sorte de réci- 
proque : 
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Une fonction dont les nombres dérivés peuvent étre infinis sur un ensemble 
parfait KE de mesure nulle, mais sont donnés et finis partout ailleurs, demeure 
cependant arbitraire. 


En effet, la correspondance entre les points x de E et ceux y du 
segment 0-1, définit (n° 66) une fonction continue croissante + — y( y), 
dont l'inverse y — {(x) est une fonction continue de x, croissante pour 
les points de E et constante dans les intervalles contigus à E. Soit 
F(y) une fonction continue arbitraire; la fonction F(4x) aura sa dérivée 
nulle sauf au point de E : elle demeure cependant arbitraire avec F. 


S 8. Dérivées et différentielles successives. 


117. Définitions. — Soit y = f(x) une fonction univoque d’une 
variable réelle x, ayant une dérivée dans un intervalle. Si cette 
nouvelle fonction, y' = f'(x), admet une dérivée en un point x 
de cet intervalle, on la représente par y'!, f''(x) ou D?’y et on 
l'appelle la dérivée seconde de y. 

De même, la dérivée troisième est la dérivée de y”. Elle se 

désigne par y'", f''(x), D°y. On continue ainsi de suite, de sorte 
que la dérivée d'ordre n est la dérivée de celle d’ordre n — 1. 
Elle se représente par y!*}, f(y) ou D? y. 

Si, pour définir les dérivées successsives au point a, on ne 
tient compte que des valeurs de x qui sont > a, on obtient les 
dérivées successives à droite au point a; on obtient celles 
à gauche si x < a. 

11 faut observer que, d’après ces définitions, l’existence d’une 
dérivée finie D’y au point x exige celle d’une dérivée D?—ty 
finie et déterminée aux environs de x, donc la continuité des 
dérivées d’ordre moindre aux environs du même point. 

Les dérivées successives des fonctions rationnelles d’une 
variable complexe se définissent comme quand la variable est 
réelle. Il n’y a pas lieu de nous y arrêter. Revenons aux Va- 
riables réelles. 

Si dy est différentiable, sa différentielle est la différentielle 
seconde de y et se désigne par d*y. Cette nouvelle différentielle 
dépend de la relation que l’on veut établir entre la variable x- 
et sa différence Ax ou dx. Si cette différence est la même pour 
toutes les valeurs de x et la même encore dans les différentia- 
tions successives, elle doit être traitée comme une constante 


et l’on a 
d'y = d.f'(x) dx = f(x) dx?. 
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De même, la différentielle troisième d°y est celle de d°?y, on a 
d'y = d.f"(x) dx? = f'(x).dx, 
et ainsi de suite. En général, 
d'y = f(x) dx". 
On tire de là 


dy Œy ty: 
er —— ln ( = °. 
Y dx? 4 dx?°°” A dx" 


Donc la dérivée n*”"* d'une fonction est le. quotient de la 
différentielle ne de la fonction par la puissance n‘”€ de la 
différentielle de la variable prise constante par rapport à x, ce 
qui fournit une nouvelle manière de représenter cette dérivée et 
celle qui est le plus généralement employée. 


Remarque. — La condition que dx soit constant par rapport 
à x n’empèche pas que dx puisse varier à un autre point de 
vue. Ainsi on peut faire tendre dx vers 0, pourvu que ce soit 
pour toutes les valeurs de x en même temps et de la même 


manière. 


118. Des différences finies. — Si l’on donne à x un accroisse- 
ment A, la fonction continue f(x) prendra un accroissement 


Af(x) = f(x + Ax) — f(x), 
que nous appellerons différence première de f(x). 
La différence de la différence première est la différence se- 
conde, elle se représente par 4?f(x), et ainsi de suite. On prend 
la différence Ax indépendante de x, de sorte que 


Atf(x) = f(x + 24%) — 2f(x + Ax) + f(x), 
f(x) = f(x + 34x) — 3f(x + 24x) + 3f(x + Ax) — f(x), 
et ainsi de suite. 


Il existe, entre ces différences successives et les dérivées 
successives de f(x), une relation importante que voici : 


(1) An f(x) = Ax?flr(x + UnAx) (0 < 8 < x). 
Elle suppose f(x) déterminée entre x et x + nAx (limites 
exclues) et /l?-1(x) continue dans cet intervalle entier, Nous 


appellerons cela les conditions d'ordre n. Pour n = 1, la for- 
mule est exacte : c’est celle des accroissements finis. Pour 
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l’établir en général, il suffit donc de l’étendre de l’ordre n — r à 
n. A cet effet, remarquons que les conditions d’ordre n pour f (x) 
entraïnent celles d'ordre n — 1 pour la fonction 


Af(x) = f(x + Ax) — f(x). 

Appliquons-lui donc la formule (1) pour l’ordre n — 1, nous 
trouvons 

(2) A f(x) = Axt-1[ftr-1(x + Ax + F[n—1]Ax) — 
f(x + O[n — 1]Ax)] 

Transformons enfin la différence entre crochets par la for- 
mule des accroissements finis (dont l'emploi est légitimé par 
les conditions d'ordre n), nous obtiendrons la formule (1). 

La formule (2) conduit à un autre résultat important. Les 
conditions d'ordre ;r — 1 qu’elle suppose auront lieu pour | Ax | 
suffisamment petit, si f(x) a une valeur déterminée et finie. 
On a, dans ce cas, par définition de /(#{x), les e tendant vers 
0 avec Ax, 
fix + Ax + 0 [n — 1] Ax) — fr-1)(x) 

= (1 + On — 6) Axfl(x) + &'Ax, 
f(x + 0 [n — 1] Ax) — fx) 
= (Gn — 4) Axfl(x) + e''Ax, 
et, en substituant dans (2) la différence de ces deux quantités, 


: UT 
n UE ? ? ) x € 2 — ( ) ° 
An f(x) = Ax?[ft(x) + €], d’où RS er fx) 


Donc la dérivée nt, supposée finie et déterminée en un point, 
est la limite du rapport de la différence n° de la fonction par 
la puissance n'”° de la différence de la variable, quand cette 
différence, supposée indépendante de x, tend vers zéro. 


119. Dérivées n°5 des fonctions élémentaires. — La détermina- 
tion d’une dérivée d’ordre quelconque pour une fonction élé- 
mentaire ou composée, ne peut présenter d'autre difficulté que 
la longueur des calculs, si cet ordre est donné numériquement. 
Mais, si l’on veut exprimer la dérivée n#”# en fonction de n, 
n restant arbitraire, le problème est plus difficile. Toutefois, 
pour quelques fonctions élémentaires, la solution est simple. 
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I. On à trouvé Dx® = ax%-1 ; on en tire successivement 


D'x%= a(a —1) x", 


D'xt— a(a—1)..(a—n+1i)xt, 


Si a est entier et > 0, cette dérivée se réduira à la con- 
stante a ! pour n = a, et sera nulle pour n > a. Donc /a dérivée 
nème d'un polynome de degré < n est identiquement nulle. 

IT. De DLogx = x", on tire, par la règle précédente, 


| D'Log x = DA xt = (— 1) (—2)...(— n +r)x" 


| .(n—:)! 
D? Log x = (— 1)" TRES 


IT. La formule DAZ — Af Log À donne 
D? A7 = AT(Log A}, Dre rer, 
IV. On a trouvé 


. : T 
D sin x = cos x = sin (x — n) 
Re RER 
On dérive en ajoutant 5 à l'argument, donc 


D'sin x —5s 


TH 
XX ë it TE e 
“. :) 
V. On à, de même, 
| T T 
D cos x — cos (x + à, D? cos x — cos (x . n®) ; 
VIT. On a trouvé 


D arc tg x — T1; done D'are OX De se 


TC 1+x 


Mais on a, en introduisant les imaginaires, 


18 I I 


IHX? ox — 1 nn 


D'-1 . ; NT = (—1)t(n— 1)! 315 re 1e 


On se débarrasse des imaginaires en posant 


p= VI + x 


® — arc Cot X ; 


X—i=p(cosp—1isine) 
il vient, par la formule de Moivre, 


I __cosn®+isinno I COS 1 ® — isinnY 
DT D Re 
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Par conséquent, 


DA RS AN CT SR 
D ARTE (— 1) “RE sin ny, 
it 
Drarctg x = (1) ses sin (n arc cot x). 
(1 + x)? 


Remarque. — Le calcul des dérivées ns peut être rattaché 
à la formule de Taylor. On en trouvera des exemples dans le 
chapitre suivant. 


120. Dérivée n° d'un produit. Formule de Leibniz, — Soit uv 
le produit de deux fonctions de x ; on à 


D.uv = v Du + u Do. 
Dérivons ; il vient, par la règle précédente, 
D'uv = vD°'u + 2 Du.Do + u D’v. 


Chaque terme de ces deux premières dérivées et aussi des 
suivantes, est le produit d’une dérivée de u par une dérivée 
de v, en regardant u et v eux-mêmes comme des dérivées 
d'ordre 0. 

Mais, dans la dérivée première Duv, la somme des indices de 
dérivation est égale à 1 dans chaque terme ; dans la dérivée 
seconde, elle est égale à 2 ; on voit de suite qu’elle sera égale 
à n dans la dérivée n°, On peut donc poser 


(1) D'uv = AÀ,u D'o + A, Du Div + À, D?u D + ++, 


les lettres À désignent des coefficients numériques à détermi- 
ner. Faisons, pour cela, « étant une constante, 


Hi CITE D="eT, d’où UD = eur? 
D'iuv= (1 a)teatenx,, 
Du D 0 = et en — or el Ex 


Substituons ces valeurs dans l'équation (1) ; elle devient, 
après suppression du facteur commun elt+%%, 


(1 + a)? = A, + Au + Aou? + … 
Donc, « étant une indéterminée, les coefficients À,, À, A,,... 
sont ceux du binome. On peut ainsi donner à l'équation (1) la 


forme symbolique suivante : 
D'uv = (Du + Do)!. 
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Mais on convient d'observer les conditions suivantes dans le 
développement du second membre : 1° on écrira Du et Do dans 
tous les termes, même dans les termes extrêmes où l’un d’eux 
reçoit l’exposant 0 ; 2° on remplacera ensuite Du? par D?u, 
Dot par Div et enfin, D°u par u et D°v par v. 


121. Propriétés des dérivées d’une fonction rationnelle, — Soit z 
une variable complexe ; une fonction rationnelle de 3 


fee 


est le quotient de deux polynomes P et Q sans racine commune. 
Soit a une racine de degré m de P, nous disons que c’est une 
racine de degré m de f(z). Nous avons alors 


f() = (G— a)" + (), 
etw(z) est une fonction rationnelle, finie et non nulle pour 
z = a. Dérivons ; il vient 
fs) = (5 — a) [me(z) + (3 — a) v'(2)]. 

La quantité entre crochets est une fraction rationnelle qui ne 
s’annule plus pour z = a ; d’où le théorème suivant : 

1. Toute racine de degré m d’une fonction rationnelle f(2) est 
une racine de degré (m — 1) de sa dérivée ; en particulier, une 
racine simple de f(z) ne sera plus racine de sa dérivée. 

Si l’on applique ce théorème, de proche en proche, aux déri- 
vées successives de f(z), on est conduit au suivant : 

II. Toute racine de degré m de f{z) est commune à f(2) et à 
ses m — 1I premières dérivées. Réciproquement, toute racine 
commune à f(z) et à ses (m — 1) premières dérivées et qui n'an- 
nule pas la dérivée d'ordre m, est une racine de degré m de f(2). 

Ces théorèmes jouent un rôle important en algèbre, dans le 
cas particulier où f(z) se réduit à un polynome. 


CHAPITRE II. 


Formule de Taylor. Applications diverses. 


S 1. Formules de Taylor et de Maclaurin. 


122. Formule de Taylor. — Soit f(x) une fonction continue et 
univoque d’une variable réelle x. La formule de Taylor a pour 
objet de développer f(a + h) suivant les puissances successives 
de h jusqu’à un certain ordre. Pour l’ordre n, cette formule est 
la suivante : 


fa + 2) = fe) + À fe) + À fe) + 
(1) A 
Tnt Sr fe) + TM 

Il faut supposer les dérivées de f(x) finies et déterminées au 
point a jusqu’à l’ordre n — 1, alors cette formule définit la 
quantité M en fonction de h supposé différent de 0. 

Le plus souvent À peut avoir un signe quelconque dans la 
formule (1) et les dérivées successives de f(x) sont supposées 
uniques au point a. Mais, si À est exclusivement positif, la for- 
mule ne suppose que l’existence des dérivées successives à droite 
au point à, et il doit être entendu que f'(a), f''(a),.… sont alors 
des dérivées à droite. Ce seraient, par contre, des dérivées 
à gauche si Rk était exclusivement négatif. 

Le développement de Taylor se caractérise par la propriété 
suivante, dont l'énoncé se précise en tenant compte de l’obser- 
vation précédente. 


THéorÈME. — Quand R positif tend vers 0, la quantité M tend 
vers la dérivée à droite f"#(a), finie ou infinie, mais supposée 
existante. 
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1° Si fl(a) est finie, soit e un nombre positif et formons la 
fonction de À : 


CR) = fa) + À Pa) + + ELA) + €] — fa + D). 


Cette fonction et ses nr — 1 premières dérivées (à droite) sont 
nulles au point h — 0, tandis que l’on a, pour sa dérivée n°” 
(à droite), o(*(0) — e > 0. Donc, pour À positif et suffisamment 
petit, o(#—1){h) est > 40-1)(0) et, par conséquent, positif ; auquel 
cas o(*-2{h), étant croissant, est positif aussi, et ainsi de 
suite de proche en proche jusque &(h) > 0. Au contraire, tout 
Cela devient négatif si l’on remplace & par — €. D'où il suit que, 
pour À positif assez petit, f(a + h) est compris entre les deux 
expressions : 


fa) + PR) + 2 + AS LP) + €] 


et par suite, M est compris entre fl#(a) + e. Donc, e étant aussi 
petit qu’on veut, M à pour limite f({a) quand À positif tend 
vers 0. | 
29 Si fl%(a) —— oo, soit À un nombre négatif arbitraire et 
formons la fonction : 
; 
e(h) = fa) + EP) ++ 


A—f(a+h). 


Nous aurons encore &/%(0) = À — fl#(a) > 0, de sorte que les 
dérivées d'ordre moindre et o(h) lui-même sont de nouveaux 
positifs pour À positif et suffisamment petit, auquel cas M 
est < A. Donc M devenant inférieur à tout nombre assignable 
quand À positif tend vers 0, M tend vers — æ©. De même, M 
tendrait vers + æ si telle était la valeur de la dérivée à droite 
f'(a), ce cas se ramenant d’ailleurs au précédent par le simple 
changement de signe de f(x). 

Si l’on remplace À par — À dans la formule (1), le théorème 
précédent est évidemment remplacé par le suivant : 

Quand h négatif tend vers 0, la quantité M tend vers la dér:i- 
vée à gauche f"(a), finie ou infinie, mais supposée existante. 


UNICITÉ DU DÉVELOPPEMENT. — Quand fi(a) est finie, la for- 
mule de Taylor exprime f(a + À) par un développement 


A, +A,h + A,h? +... + A, RTE Mhr, 
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où les À sont des constantes par rapport à À et où M est borné 
quand À tend vers 0. 

Un tel développement n'est possible que d'une seule manière, 
donc par la formule de Taylor. 

Supposons, en effet, qu’il y en ait deux : 


A+ Ah ++ MAt= a, + ah +... + mh'. 


Nous allons montrer qu’ils sont identiques termes pour 
termes. 

Faisant tendre À vers 0 et observant que M et m sont bornés, 
il vient d’abord A, — à,. Supprimant ces termes, divisant par R 
et faisant encore tendre À vers 0, il vient À, = a,, etc. 


123. Reste de la formule de Taylor. — Le dernier terme de la 
formule (1), lequel en a n avant lui, s’appélle le terme comple- 
mentaire ou le reste de la formule et il se désigne par R,. La 
formule (1) devient ainsi 


@) Le +R) = FO + TO Een Ne) + Ra 


et nous avons une première expression de Rx 


h? 
Rn = an M. 


Nous savons seulement que M tend vers ft9(a) quand h tend 
vers 0, et ceci ne suppose aucune autre condition que la seule 
existence de f(#)(a). Mais cette première expression ne nous 
donne aucun renseignement sur la grandeur de R,;, pour les va- 
leurs finies de h. Il y à donc lieu de chercher de nouvelles 
expressions de R,, capables de rendre ce service. ; 

Il faut, pour cela, introduire de nouvelles conditions plus 
restrictives. Nous supposerons que f(*-1){x) est continue dans 
l'intervalle de a à a + h (limites comprises) et que f(2)(x) est 
seulement déterminée dans cet intervalle (limites exclues). 

Avec ces conditions, on peut, comme nous allons le démon- 
trer, donner à R,, l'expression suivante, connue sous le nom de 
reste de Schlümilch : 


(3) Ra = _(n ie ES 


) 
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Dans celle-ci, p est un nombre positif arbitraire mais < n, et 


un nombre compris entre 0 et 1. 
Pour établir cette formule, on définit un nombre P par la 


condition 
hPP—=R,, 

où R,, est défini par l’équation (2). On fait a + h — bet l’on 
considère la fonction de x : 


HD + LS po) + 2 + PS per) + (b — PP. 


(n — 
Celle-ci (qui est continue) prend la même valeur f(b) ou 


f(a + h) pour x = a et x — b. Donc sa dérivée (qui est existante): 


PS pen) — p(b — PP, 
s’annule au point intermédiaire € — a + 6h, en vertu du théo- 
rème de Rolle. De là, la valeur de P : 

(— Er un | RPG tjr 
Pop 0 On ip 
qui substituée dans À? P, fournit la valeur (3) de Rx 
On considère surtout deux cas particuliers : 
Si p = n, on obtient le reste de Lagrange : 


fe (a + Üh), 


h? 
Ry = LC + Îh). 


Si p == 1, on obtient le reste de ER 


HOABEUE 
(n—:1)! 


Lorsque f(x) est indéfiniment dérivable, on peut se donner n 
à volonté et, par conséquent, reculer R,, aussi loin qu’on veut. 


Rh — _ fe9(a + 6h). 


Lorsque ce terme peut être rendu suffisamment petità condition 
de prendre n assez grand, la formule de Taylor donne un pro- 
cédé commode pour évaluer approximativement les fonctions. 
Nous allons en voir des exemples un peu plus loin comme appli- 
cations de la formule de Maclaurin. 

Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n 
tend vers l’infini, on peut prolonger la formule indéfiniment ; 
le dernier terme disparaissant à la limite, on obtient l’expres- 
sion de f(a + h) en série convergente. La question du dévelop- 
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pement des fonctions en série illimitée de Taylor est d’une 
extrême importance, mais nous ne possédons pas encore les 
ressources analytiques nécessaires pour la traiter commodé- 
ment. Nous y reviendrons, à la fin du volume, quand nous 
aurons exposé la théorie des séries. 


124. Expressions diverses de la formule de Taylor, — 1° On peut 
remplacer dans la formule (2) la variable h par x — a ; l’équa- 
tion devient ainsi, en écrivant le reste de Lagrange, 


(Fo) = fa) + ES pe) + EE pro) + 


Se 


| HR ee CURE 2 ju + {0h 


(n— 1)! 
Cette formule suppose f(-1{x) continue de a à x et f(x) 
déterminée entre a et x seulement. 
2° On peut aussi remplacer a par x dans la formule (2), puis 
faire passer f(x) dans le premier membre. On trouve, avec le 
reste de Lagrange, 


fx “+ h)— f(x) =? fe Jose D =) Fes) +2 FO +0). 


Supposons qu'on prenne dx — h ; les termes successifs du 
second membre ne diffèreront que par les factorielles des diffé- 
rentielles successives de f(x). Quant au premier membre, c’est 
l'accroissement Af(x) qui correspond à l’accroissement arbi- 
traire dx de la variable x. La formule précédente peut donc 
s’écrire comme il suit : 

7 df (x) dE (x DENT (E dn f(x 
(5) Af(x) — ie 4 SL pere 7 si ES Fe 

Seulement, dans le dernier terme, on doit remplacer, ainsi 
que la notation l'indique, la variable x par x + 6dx. La formule 
(5) donne l’expression la plus condensée du développement de 
Taylor et, comme on le verra, la plus générale. 


125. Formule de Maclaurin. — C’est un cas particulier de 
celle de Taylor. On pose a = 0 et h — x dans la formule (2); 
il vient 


fx) = fO)+ 1O)+5 r "(O) + « a, — Le (0) + Ra. 
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Le reste R,, peut recevoir la forme de Schlümilch : 
x (1 — 0)—P 
ST —  — — —  ""— _— (n) Re 
Rh (n tr) lp fl (Ex), 
ou les formes particulières de Lagrange et de Cauchy : 
: NT x? (1 — 9) n—1 
Rn cs n! fC9(6x), Rn = tri He 1) ! — f(x). 


Cette formule suppose f{? t{x) continue de 0 à x et f((x) de- 


_ terminée entre 0 et x. Le nombre à est compris entre 0 et tr. 

Lorsque les dérivées de f(x) sont déterminées et continues 
jusqu’à un ordre quelconque, il arrive souvent que le dernier 
terme, qui est seul inconnu, peut être rendu aussi petit qu'on 
veut en donnant à n une valeur assez grande. Dans ce cas, la 
formule de Maclaurin fournit un procédé d'évaluation commode 
de la fonction f(x). Nous allons en montrer des exemples. 


126. Application de la formule de Maclaurin à quelques fonctions 
simples. — [. EXPONENTIELLE e”. Faisons f(x) = e* dans la for- 
mule de Maclaurin : les dérivées reproduisant la fonction, 
f (0) — x et nous obtenons, avec le reste de Lagrange, 

x 1 Lo 
rs Tir 


Quel que soit x, ce reste tend vers 0 quand n tend vers l’in- 


(URL) 


it + Art TA 


fini, car x? : n'a pour limite 0, en vertu de l'inégalité (*) 
n! > (Vn}*, quimontre que la factorielle n! croît infiniment plus 
vite que la puissance x”. 

Pour x = 1, on trouve la formule propre au calcul de e : 


0 


Gels + Ce a 


es NRA 


Le dernier terme est < n ! (puisque e est < 3) et devient. 


“Ho: 
aussi petit que l’on veut, à condition de prendre n assez grand. 


(F) Multiplions entre elles, facteur par facteur, les deux factorielles n ! 
où les facteurs seront rangés dans l'ordre inverse ; (n!}? sera le produit de 
n facteurs de Ia forme 

pu—p+1)>nr—p+p=n 
Donc (n!} est > nn 
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Donc la formule permet de calculer le nombre e au degré 
d’approximation que l’on désire. 


Remarque. — On tire de la formule précédente, en multipliant 
ses deux membres par (n — 1)!, 


) 
e 
(n—1)!e — nombre entier TE 


Cette relation prouve que e est trralionnel, car, si e était. 
rationnel, il serait le quotient p : q de deux entiers et le pre- 
mier membre de la relation serait entier pour n > q, tandis que 
le second est fractionnaire pour n > 3 (donc à fortiori > ef). 


II. EXPONENTIELLE AT. En changeant x en x Log A dans la 


formule précédente, on a 
x Log À (xLogA)®-t, (xLogA)}* 6 
: Pr nn A 


MN mini se (nt Ain 


II1. FoncrTioN sin x. Si f(x) — sin x, on à (n° 119) 
T 
f(x) = sin È + n =} 


Pour x — 0, les valeurs de f(x) et de ses dérivées successives 
forment la suite périodique à quatre termes : 0, 1,0, — x ; 0, 1, 
0, — 1; Donc, si l’on suppose n = 2k + 1 dans la formule de 
Maclaurin et qu’on y substitue 


feRtO(Qx) = "im EE + (2k+ 1) s | = (— 1)# cos 0x, 


2 


on trouve, en écrivant le reste de Lagrange, 


[4 


x _*X° sr  xtA—1 "24H 
Lee RAR MON CAO TtE ne 
Er NS HE 00 CS Ge) +(—1) Cri RTE 0x 


Le reste a pour limite 0 quand k augmente indéfiniment. 
IV. FonCTION cos x. Si f(x) — cos x, on à (n° 119) 
TT 
f(x) = cos (x+ nr). 


Pour x = 0, les valeurs de f(x) et de ses dérivées successives 


forment la suite périodique à quatre termes : 1, 0, — x, 0, etc. 
Prenons donc n — 2 k dans 1a formule de Maclaurin, et faisons 
la substitution 
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frr (6x) = cos CA +2R = (— 1)# cos 0x, 
il vient, avec le reste de Ro 
hat ki 
COSX=I . HT + (—1) Be = +(—1)# re " — cos 8x. 


Le reste à pour limite 0 quand À augmente indéfiniment. 


V. FoncrIoN Log (1 + x). Prenant f(x) — Log (1 + x), on a 
(n° 119) | 
I En aT 
PO) = LU) = (— ù 7 
Log (r + x) = ce + (— Ip — a Rx: 


Par la formule de Lagrange, 


Rx = (— 1)" he 


—w) 
et, par celle de Cauchy, 


ee 1 — 0 \2—1 
Er 7 ( x) 

Ces formules supposent toutefois x > — r, sinon les dérivées 
cesseraient d’être déterminées dans l'intervalle (x, 0) et la for- 
mule de Maclaurin ne serait plus applicable. Si x est positif et 
< 1, la formule de Lagrange montre que | R, | est < 1:n ; si 
x est négatif mais qu'on ait x > — r >—1, la formule de Cauchy 
montre que | R,; | est < r:(1—r). Donc, dans ces deux cas, 
R, peut être rendu aussi petit qu’on veut en prenant n assez 
grand, et le développement peut servir à calculer la fonction. 


VI. Foncrion (1 + x)”. FORMULE DU BINOME. On a, dans ce cas, 
fox) = m (m es x) “+ (m — n + 1) (x 2 x}nin : 
il vient donc 


Œ+x x ne RE) mm 1) (m2). 
UNE Une) 
1.2... (n —1) 


de, de 


+ TiLR,. 


Par la formule de Lagrange, 


m(m—1)..(m—n+1) 


Don 
4 Ton 


Lxn (I She n 


et, par celle de Cauchy, 
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T4 
) 


Si m est entier et positif et si l’on suppose n = m + x, le der- 


m(m—1)...(mMm—n+1) 
1.2... (n—1) 


Ry — x (1 + 0x) 1 (ue 


nier terme disparait, car le facteur (m — n + 1) s’annule. On 
retrouve ainsi la formule du binome de Newton. Si m est frac- 
tionnaire ou négatif, le développement peut être poursuivi 
aussi loin qu'on veut, pourvu que x soit > — 1. Cette condition 
est nécessaire pour que la dérivée f(#)(x) soit déterminée dans 
l'intervalle (0, x) quand n est > m, de sorte que, si elle n’était 
pas remplie, la formule ne serait plus légitime. 

On voit, par la formule de Lagrange si x > 0, et par celle de 
Cauchy si x < 0, que R, tend vers 0 avec le facteur 

Mm(m—1)...(Mm—n+ ee 
1.2... (Nn — 1) 

quand n tend vers l'infini, pourvu que la valeur absolue de x 
soit < 1. En effet, quand on change n en n + 1, ce facteur est 
multiplié par la quantité 


dont la valeur absolue à pour limite | x | et devient, par consé- 
quent. inférieure à un nombre positif # <: 1 à partir d’une va- 
leur suffisamment grande de n. Dès ce moment, la valeur 
absolue du facteur considéré décroît plus rapidement que les 
puissances successives de k et tend a fortiori vers 0. 


127. Extension de la formule de Taylor aux fonctions rationnelles 
d’une variable complexe. — Considérons une fonction rationnelle 


fa = Re 
Q() 
P et Q désignant deux polynomes sans racine commune. Si a 
n’est pas racine de Q, la différence 


a les CD 
fe) [re + ro + + ee) 


est une fonction rationnelle de z ; elle s’annule aïnsi que ses 
(n — 1) premières dérivées pour 3 = a ; donc elle admet z — a 
comme racine de degré n (n° 121) et elle peut se mettre sous la 
forme 
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M désignant une fraction rationnelle finie pour 3 = à (n° 121). 
Il vient ainsi 


6) Fe) pa pa) + EN M 


et la formule de Taylor se trouve étendue au cas où la variable 
est complexe. 

De plus, pour z = a, on a encore lim M — f(*)(a), car, en com- 
parant la formule (6) avec la formule analogue pour l’ordre 
n + 1, où M, sera l’analogue de M, on à 


pre z2— a 
MX 10) Er Fee 
REMARQUES. — 1° Dans la formule (6), le dénominateur de la 


fraction M est le même que celui de f(z), car il n’y à pas d’autre 
terme fractionnaire dans la formule. 

2°) Si f(z) ou, plus généralement, si f(z) : (z — a)’ est une 
fraction proprement dite, M est aussi une fraction proprement 
dite. En effet, divisons tous les termes de la formule (6) par 
(3— a)*; M sera égal à une somme de termes qui ont pour 
limite zéro et aura lui-même pour limite zéro pour 3 = æ, ce 
qui ne peut avoir lieu que si M est une fraction proprement dite. 

3°) Le développement de f(z) suivant les puissances de (z — a) 
ne peut se faire que par la formule (6), moyennant la condition 
relative à M, car la démonstration faite au n° 122 s’applique 
aussi bien au cas actuel. 


128. Emploi de la méthode des coefficients indéterminés. Développe- 
ment d’une fonction de fonction. — Dans bien des cas, on se propose 
seulement de connaître la loi de formation des termes succes- 
sifs de la formule de Taylor et l’on ne s'inquiète pas de l’expres- 
sion du dernier terme. Le théorème du n° 122 qui établit l’unicité 
du développement permet alors de se servir avec avantage de 
la méthode des coefficients indéterminés. Proposons-nous, par 
exemple, de trouver le développement d’une fonction de fonction. 

Soit u = f(x), puis F(u) une fonction composée de x ; suppo- 
sons connus les développements : 


F(u+k)—F(u)=A,k+A,kK +. +A, KL MEn, 
f(x + h) — f(x) = à, k + à, R? +. Las, AMIE mh?; 
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nous allons en déduire celui de F (u + k) suivant les puissances 
de h dans l’hypothèse où À = f(x + h) — f(x). Pour cela, rem- 
plaçons, dans le premier développement, k par sa valeur tirée 
du second, il vient 


F [f(x + h)]— F [f(x)] = À; (ah + ah? + »:) 
+ A, (ah + ah? +...) 
+ A, (ah + ah? +.) 
an 
I] suffit d’ordonner par rapport aux puissances de À jusqu'à 
la (n— x)ième pour obtenir le résultat demandé. Le dernier 
terme est un polynome en M et m qui ne présente aucun intérêt 
particulier. 


129. Détermination des dérivées nièmes, Dérivée nième d’une fonction 
de fonction. — Le développement de f(x + h) suivant les puis- 
sances de À et le calcul de f(x) sont deux problèmes équiva- 
lents. En effet, cette dérivée s’obtient comme coefficient de 
h': n! dans ce développement. 

Comme exemple, appliquons le calcul du numéro précédent 
à la détermination de la dérivée nième d’une fonction de fonction 
F(u), u étant égal à f(x). 

Le coefficient de h” dans le second membre de la formule 
qui termine le numéro précédent, peut se mettre sous la forme 


n 
2 AS, 
k=1 
en désignant par 84 le coefficient de h”* dans l’expression 
(ah + ah? + ..)#, 
La quantité $;, se calculera donc par la formule suivante : 


Sa 2m GX Gen (es). 


dans laquelle la sommation s’étend à toutes les décompositions 
de À en une somme d’entiers positifs 
6 © es de …— À, 


satisfaisant, en même temps, à la condition 


œ+28+3y+..—n. 
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La dérivée D? F(u) s’obtiendra donc en multipliant par nl le 
coefficient de h”?. On trouve ainsi, après avoir remplacé les 
quantités A et a par leurs expressions sous forme de dérivées, 
la formule de FAA Dr BRUNO : 


D? Eu) — È F@(&) Px 


m2 Le CR EDES 


Donc P; est un polynome en Du, D?u,..…. de degré k et de 


Pxr— 


poids n, c’est-à-dire que la somme des indices de dérivation est 
.R dans chaque terme. On n'obtient ce polynome sous forme 
explicite que dans des cas particuliers. (Voir les exercices qui 
suivent). 


EXERCICES. 
1. Dérivée nième de f(eZ ) — Soient e* = « et 
h2 
R = en th 6x — 6% (eh — De (a+ RTS D ) ; 
il faut chercher le coefficient de #7 : #! dans 


fu +8 — fo = 70 


Comme # renferme 4 en facteur, #* ne se trouvera que dans les * 
premiers termes. Le coefficient de #7 : #! dans 


km — gmx (e = 1)” — emx (ons — mel(r—1)# +- m(m — 1) e(ri—2)4 x 
I.2 ” 


s'obtient en développant séparément ces exponentielles. Il sera de la 
forme À e”*, où À, est un coefficient numérique : 


m(m— 1) 
11.342 È 


m = me — mm — 1)" +- (m — 2} — … 


Donc le coefficient de #7: #! dans f(u +- k) — f(u) sera : 
2 An 
D'f(er)= 2 = enxfr)(u) 
m=1 M: 


2. Dérivée nième de eax*, = Ona 
ealx+2)? ot eax”(eah(2x+#) Let 1) 


— çax ah . a?h? (2x +- h}° 
A dE Sn an 
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Cherchant le coefficient de #7 : !, on trouve 
Dz PAR — eax? [ea a! +. dem, (24)7—2an—1 


n(n —1)(n — 2) (n —"3) 
12e 


+ (24) tar? À . | 


a 
3. Dérivée nieme de ex — Ona 


a 


EN I LT Sn 


HO OR 


On développe les puissances négatives par la formule du binome. 
Alors, cherchant le coefficient de 47: »#!, on trouve 


— 1} 2 


€ n 
ea —- ee (n — 1)xan—1 


_. 


n(n 


_ PANNE EE 1) (# — 2) mat |. 


1.2 
4. Dérivée nième de f(x?). — Soit 4? = ; on aura 


n(n—1 | 

D (a) = (aa FO (a) D (op for (a) 
. Cette dérivée s'obtient en remplaçant dans celle de 42° (Exercice 2) 
les puissances de a par les dérivées successives de f{(#) et en y suppri- 


mant le facteur e4*°. On le justifie en observant que l’on a (n° 120) 
Dr f(x?) = 2 f(4) (u) Ps. 
1 


Comme P; est indépendant de j, on le détermine en choisissant 
f(u) — e2, auquel cas P; sera le coefficient de af ea, 


_ I >: 
5. Dérivée nièm de (2).—Méthode analogue. Soit —# ; on obtient 


la dérivée demandée au moyen de celle de e?. Il faut supprimer dans 
a 


celle-ci (Exercice 3) le facteur e© et remplacer les puissances succes- 
sives de a par les dérivées successives de f(x). 


6. Dérivée nième de f(Log x). — Soit # = Log x; si la lettre D désigne 
des dérivées par rapport à # et si l’on convient d'effectuer les multipli- 
cations algébriquement, on a la formule symbolique : 


D(D— 1)...(D — # + 1) Fu) 


x" 


D? f(Log x) — 


En effet, on a d’abord (n° 129) 
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(1) Dr f(Log x) = 2P4f(4) (u). 
Faisant, en particulier, f(#) = e%#, ce qui ne change pas P», 
(2) DreaLogæ— XP af eau, 
Mais on a, d'autre part, 
(3) Dreslogæ= Drya= g{(a— 1)... (a—n+x) 4" 
# 
— a{(a—1)...(a—n—+i) _— 
Le second nombre de (1) se déduit de celui de (2), en supprimant 
le facteur &# et en remplaçant 4* par D#/{(u). Si, au lieu de faire ce 


changement dans (2), on le fait dans (3), on obtient la formule à 
démontrer. 


S 2. Vraies valeurs des expressions indéterminées. 


130. Définition. — Soit f(x) une fonction de variable réelle qui 
devient indéterminée pour x = a ; on nomme vraie valeur de 
cette expression pour x — a la limite vers laquelle elle tend 
quand x tend vers a. On devra d’ailleurs spécifier dans la défi- 


nition si x tend vers a d’une manière quelconque, ou bien 
seulement par des valeurs > a, ou bien par des valeurs < a, 

Aïnsi, par exemple, la vraie valeur de sin x : x pour x = 0 
est 1, et x tend alors vers 0 d’une manière quelconque. La vraie 
valeur de xLog x pour x = 0 est 0, mais alors x tend vers 0 
en restant positif (la fonction n’existant plus pour x négatif). 

La définition de la vraie valeur s'applique aussi aux fonctions 
rationnelles d’une variable complexe. Mais, sauf le cas particu- 
lier qui va être indiqué, nous supposerons dans tout ce qui suit 
que la variable est réelle. 


13 1. Forme : — Cette forme se rencontre quand les deux 


termes d’une fraction f(x) : F(x) sont des fonctions continues 
qui s’annulent simultanément pour x — a. La vraie valeur se 


détermine par l'application d’une règle importante, connue sous 
le nom de règle de l’'Hospital (*), et qui consiste à substituer au 


(*) Le Marquis de l’'Hospital n’a énoncé cette règle que sous forme géo- 
métrique et dans le cas le plus simple et il l’avait empruntée à Jean 
Bernoulli, 
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rapport des fonctions celui de leurs dérivées. Mais cette règle 
peut être présentée sous deux formes différentes ; la première 
est plus simple, mais la seconde se prête à des extensions que 
ne permet pas la première. 


PREMIÈRE RÈGLE. — Si les deux fonctions f(x) et F(x) s’an- 
nulent au point a ainsi que toutes leurs dérivées successives 
jusqu’à l'ordre n — 1, si, de plus, les dérivées d'ordre n existent 
au point a mais n'y sont ni toutes deux nulles ni toutes deux 
infinies, la vraie valeur (finie ou infinie) de f(x) : F(x) au point 
a sera f(9(a) : F(9(a), c'est-à-dire que 


f(x) _ fa) 
r=a F(x) FC(a) 


Cette règle résulte de la formule de Taylor et s'applique, par 
suite, aussi aux fonctions rationnelles d’une variable complexe. 
Si l’on pose x = a + À et qu’on développe f(a + h) et F(a+h) 
jusqu’à l’ordre n, les développements (n° 122) se réduisent à. 
h'" » AE 
f@+Rh)=:;M, F(a+h)=5 M 
où M et M' ont respectivement pour limites les dérivées f(*)(a) 
et F ((a) supposées existantes quand À tend vers 0. Il s’ensuit 
f(a +R) Fe M  ft)(a) 


Lin 2—-"< 


en E (HS) 


M FU(a) 

Dans le cas des variables réelles, la formule précédente con- 
serve un sens, même si les dérivées d'ordre n sont différentes à 
droite et à gauche. Elle demeure vraie pour les dérivées à 
droite si À est positif, et pour les dérivées à gauche si À est 
négatif. 

Cette règle ne suppose aucune autre condition que celles 
contenues dans son énoncé. Mais elle suppose a fini et ne s'étend 
pas au cas où a — &. D'autre part, si F ((a) = 0, elle montre 
que la vraie valeur est infinie, mais le signe reste inconnu. 
Enfin elle ne donne rien si les dérivées n’existent pas au 
point a. 

La seconde règle exige des conditions plus’ délicates et s’ap- 
puie sur la formule de Cauchy (n° 108). 
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DEUXIÈME RÈGLE. — Si f(x) et F(x), nuls au point a, ont des 
dérivées f'(x) et F'(x) dans le voisinage du point à, la vraie 
valeur de f(x): F(x) au point a sera la limite du quotient 
f'(x) : F'(x) pour x = a, pourvu que cette limite soit déterminée. 

En particulier, si f'(a) : F'(a) est encore de la forme 0: 0, la 
vraie valeur de f(x) : F(x) sera la même que celle de f'(x) : F'(x) 
supposée déterminée. 

Cette règle subsiste quand on considère seulement les valeurs 
de x qui sont > a, ou bien celles qui sont < a. 

Cette seconde règle est plus utile que la première, parce 
qu'elle laisse libre le choix du procédé à suivre pour trouver la 
limite du quotient des dérivées : suppression de facteurs com- 
muns, emploi de la première règle, application répétée de la 
seconde, etc. 

Elle résulte immédiatement de la formule de Cauchy (n° 108), 
qui, f(a) et F(a) étant nuls, se réduit à 


f@+h) _fe+8th) 
F@a+h) Fa +6h) 


(O<0< x) 


et il suffit d'observer que 6h est une même quantité dans les 
deux termes de la fraction, qu’elle a le signe de À et qu’elle 
tend vers 0 avec lui. 

Mais cette règle est soumise aux mêmes conditions que la 
formule de Cauchy : 1° Les dérivées doivent être déterminées 
et finies au voisinage du point à (celui-ci pouvant faire excep- 
tion) ; 2° le quotient f'(x) : F'(x) ne prend, quand x tend vers a, 
qu'un nombre limité de fois la forme 0 : 0 et, par conséquent, 
ne la prend plus à partir d’une valeur de x suffisamment voisine 
de a. 

Si le quotient f'(x) : F'(x) n'avait pas de limite déterminée 
quand x tend vers a, il ne faudrait pas en conclure que la frac- 
tion proposée n’en à pas, parce que 0h tend vers 0 suivant une 
loi inconnue dans la dernière équation, et cette loi peut être 
telle que le second membre ait une limite. 


Cas où a — æ. — Lorsque l’existence des dérivées et les con- 
ditions précédentes subsistent quand x augmente indéfiniment, 
la seconde règle reste applicable au cas où a — + æ et au cas 
Où a = — æ. Ainsi, dans le premier cas par exemple, on à 
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in LE). tin /() 
g=+e F(X) RC) 


X 


On est ramené au cas où a est fini. La règle s'applique et 


(5) 10 CE) 
ON 2 on Pari NC) 


132. Forme ©. — La règle de l'Hospital (deuxième règle) 
s'applique aussi à la détermination de la vraie valeur dés frac- 


donne 


tions f(x) : F(x) dont les deux termes croissent indéfiniment 
en valeur absolue, pour une valeur particulière a de x. 

Cette règle, qui suppose l'existence des dérivées (sauf au 
point a) reste toujours soumise aux mêmes restrictions : 1° elle 
conduit à un résultat déterminé, fini ou infini ; 2° les dérivées 
des deux fonctions sont finies et ne s’annulent pas simulta- 
nément dans le voisinage de x = a. 

Pour démontrer la règle, donnons-nous deux valeurs x, et x 
suffisamment rapprochées de a, pour que les deux dérivées 
f(x) et F'(x) soient déterminées dans leur intervalle et n’aient 
pas de racines communes (les deux valeurs x, et x seront donc 
du même côté du point a). Nous pourrons appliquer la formule 
de Cauchy, et il viendra (6 étant intermédiaire entre x, et x) 


G)— f(x) __ f(x) 1 — fs) : f(x) ___ FO) 


F(x) — F(x%e) F (x) RTE (x) F (x) Hit 
On tire de là 


f(x) __ fl) 1 — F(œ): F(x) 
(x) FO 1— f(x): fx) 


Supposons, en premier lieu, que f'(x) : F'(x) ait une limite 


finie, À, pour x — a. Nous allons montrer que le second mem- 
bre de cette équation peut être rendu aussi voisin qu’on veut 
de A, à condition que x soit suffisamment voisin de a. En effet, 
il se compose d’un produit de deux fractions dont la première 
est aussi voisine qu’on veut de À, et la seconde aussi voisine 
qu’on veut de 1. C’est ce que nous allons montrer. 
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D'abord on peut rendre & aussi voisin qu’on veut de a, à con- 
dition de prendre x, et x suffisamment voisins de à ; alors la 
première fraction f'(E) : F'(£) est aussi voisine qu’on veut de sa 
limite À. Par exemple, on peut rendre la différence < &. 

Ensuite, on peut, sans cesser de satisfaire à cette condition, 
laisser x, fixe et faire tendre x vers à, alors la seconde fraction 
a ses deux termes qui tendent vers l’unité, car f(x.) et F (x) 
sont fixes tandis que f(x) et F (x) sont infinis. Donc la seconde 
fraction est aussi voisine qu’on veut de l’unité. 

11 résulte de là que f(x) : F (x) à pour limite À quand x tend 
vers à. 

En second lieu, si le rapport des dérivées tend vers l'infini, 
la formule que nous venons de discuter montre que f(x) : F(x) 
est aussi grand qu'on veut avec f'(E) : F'(£). La règle est encore 
justifiée. 


REMARQUES. — 1°) La règle de l’Hospital (deuxième règle) 
reste applicable au cas où a — w, dans les mêmes conditions 
que pour la forme 0 : 0 et la démonstration est la même (n° 13r). 

20) L'application de la règle de l’Hospital au cas © : © peut 
paraitre illusoire, car, si une fonction f(x) devient infinie pour 
une valeur finie a de x, on sait que sa dérivée ne peut pas con- 
server une valeur finie quand x tend vers a (n° 106). Cependant 
cette règle est souvent utile, parce que le rapport des dérivées 
peut se prêter à des transformations qui mettent sa vraie valeur 
en évidence, tandis qu’elles ne s’appliquent pas au rapport des 
fonctions. 


133. Cas où la seconde règle est en défaut. — Une des conditions 
stipulées peut venir à manquer et l’application inconsidérée de 
la seconde règle conduire à des résultats faux. 

1°) Le rapport des fonctions peut avoir une limite quand x 
tend vers a, sans que celui des dérivées en ait une. Tel est le 
cas pour les deux rapports suivants, le premier de la forme 0 : Q 
et le second de la forme  : © : 

x? sin =: 


lim —— = 0, He 7e 
L=0 Sin XX L=n 4% 


126 CHAPITRE II. FORMULE DE TAYLOR, APPLICATIONS 


Les rapports des dérivées ne tendent vers rien, ce sont rés- 
pectivement : 


Ra À 
2X SIN — — COS — k 
X X I — COS X 


COS X EL I 5 


Toutefois, si les conditions de la seconde règle n’ont pas lieu, 
celles de la première sont satisfaites pour le premier rapport : 
les dérivées des deux termes sont 0 et 1 pour x — 0 (n° 99) et 
leur quotient donne la vraie valeur, 0, de la fraction. 

2°) Réciproquement, le rapport des dérivées peut avoir une 
limite sans que celui des fonctions en ait une. Le cas est plus 
rare, mais en voici un exemple. Le rapport 

e—*? (cos x + 2sin x) _ rl +2t8x 
e—Z(e0s x + sin x) I + tg x 


prend la forme 0 : 0 quand x tend vers l'infini. Sa vraïc valeur 
est indéterminée, car (1 + 2 tg x) : (1 + tg x) varie indéfiniment 
de -+ o à — ©. Au contraire, le rapport des deux dérivées : 


— be ?t sin x 5 


RE 


— 2 e7# sin x 2 
a pour limite 0. La règle est en défaut, parce que les deux déri- 


vées ont un facteur commun, sin 4, qui s’annule une infinité de 


fois quand x tend vers ©. 


134. Autres formes d’indétermination. —- Les autres formes d’in- 
détermination les plus importantes sont : 


a 


D — D, 0comm'etre OR REEES 


La première se présente lorsque les deux termes de la diffé- 
rence f(x)—F(x)augmentent indéfiniment pour x=a ; laseconde, 
lorsque des deux facteurs du produit f(x). F (x) l’un tend vers 
zéro et l’autre vers l'infini. Ces deux formes se ramènent im- 
médiatement à la forme 0 : 0 ou : ©, par de simples transfor- 
mations algébriques, en écrivant ces expressions sous forme de 
fraction. Dans le premier cas, on pourra toujours poser, par 


exemple, 
roro (3-5) 


Quant aux trois dernières formes d’indétérmination, on cher- 
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chera la vraie valeur de leur logarithme, lequel sera de l’une 
des formes déjà examinées. On sera donc conduit, dans tous Les 
cas, à appliquer le règle de l’Hospital. 


135. Utilisation de la formule de Taylor. — Dans la plupart des 
cas où l’indétermination ne disparait qu'après un usage répété 
de la règle de l’Hospital, une application judicieuse de la for- 
mule de Taylor conduira plus rapidement au résultat que la 
règle en question. Ainsi, quand la fonction + (a + h) qui devient 
indéterminée pour h — 0 est composée au moyen de fonctions 
AÉSSIODRRDIES par la formule de Taylor, en substituant à ces 
fonctions ou à à quelques- unes d’entre elles leur développement 
suivant les puissances de À et en poussant ce développement 
suffisament loin, il pourra se faire, en supprimant les puissances 
de À qui se détruisent, que l’indétermination disparaisse et l’on 
obtiendra la vraie valeur cherchée. C’est précisément ce que 
nous avons fait (n° 131) pour établir la première règle. 

Voici un exemple. Si l’on remplace sinx par 


[ET XS X° 
L* Rx 31 LE bons + | 


et supprime le facteur commun x°, on trouve 


XX — SInX 
in ES = in (gr +) = 


, EXERCICES. 
0 ; 
1. Forme ES On a, x tendant vers zéro, 
el — esinT . #sin (sinx) — sin? # I 
lim ———— = 1] D ——— = — 
x — sin 46 18 
1 
TROT — XX . C—(T+x}X e 
lin LR = 2 lim ration Fr 
x — sin# x 2 
— tg : I e a+ x} — at I 
lim dd 1:18 — — lim AC cire HÉÉE Lies, PER 
43 3 “4? a 
Des Log (1+x UT OEN TETE rene) se 
LE (et — 1) 


2. Forme oo —,— On a, x tendant vers 0, 


: I EN ME k id Log ( tte) L 
lim (Se cot :)=S lim Ce Ts 
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Ps | ee 
LME NES MNT —)-+ 
3. Forme 0 : ©. 
A Une lim ae-ax—çpfn>0 
RS EE RS Lape (ie) 
É x 1m? J ; > TX ï 
; — + x | —=—, lim lo (2-2 to = RTS 
meet) out) one 


nv: 
4. Formes d’indétermination exponentielles : 


2 


208 
00: lim #?=1 1” Jlim(cosax)osbr—, 20? 
æ—+0 æ—0 
1 
DRE AT œ Vos" 
lim — arc ter) ai lim (tgx)t82x — — 
X—=+ 0 2 T (4 
RS 
‘ u Eee a 
000 Jim (1+x)T — 1 lim AE 
dX—+-0 0 
lim (— Logx)*= 1 lim (cos ax) ut 
æ=+0 
lin, (ter}er =" | lim { “arc ex) ne 
T L—=+0 T 
mt 


5. Discuter l'application de la règle de l’'Hospital (deuxième règle) 
aux exemples suivants, dans lesquels F'(x), dérivée du dénomina- 
teur, a une infinité de racines : 

2 


Rene — +- 


%=w # — SIN 4 


lin LE SP SRE LS + 0 (DRE AANT] 
XZ=w € T(2—sinx—cos4) 0 10 («> 7x) 
4 + Sin x cos # co 


DRE — 


— indét: 
ADP SIN Æ COS 4) 


R. La règle s'applique au premier rapport, au second (seulement si 
« > 1). Elle ne s'applique pas au troisième (elle conduirait cependant 
à un résultat determiné, 0). 


6. Montrer que, si les limites existent au second membre, on a 
(CaAUcHY) 


aim 28 — lim Le(x + 1) — (a 
lim p(x)T — lim En 
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$S 8. Maximés et minimés (*) des fonctions 
d’une seule variable. 


136. Définitions. — Si f(x) atteint sa plus grande valeur dans 
l'intervalle (A, B) en un point a de cet intervalle, f(a) s'appelle 
LE maximé de f(x) dans l'intervalle (A, B). De même, la plus 
petite valeur, f(b), serait LE minimé. 

Si la valeur de f(x) est plus grande au point a qu’en tout 
autre point suffisamment voisin, c’est-à-dire si l’on à, quel que 
soit le signe de h, sous la seule condition que | À | soit suffi- 
samment petit, 

| f@ +h)— (a) < 0, 
f (a) s'appelle uN maximé de la fonction, la fonction est maximée 
au point a et a est un maximant. 

Si f(x) est plus petite au point a qu’en tout autre point suffi- 
samment voisin, c’est-à-dire si l’on à, quel que soit le signe de 
k et sous la seule condition que | À | soit suffisamment petit, 

[@ +R) —f() > 0, 
f(a) est uN minimé de la fonction, celle-ci est minimée au point 
a et a est un minimant. 

Géométriquement, si l’on construit la courbe y — f(x), les 
maximés et minimés correspondront aux 
points tels que M et M' de la courbe (fig. 2), 
où l’ordonnée MP est plus grande et l’or- 
donnée M'Q plus petite que les ordonnées 
suffisamment voisines. 

Il importe de remarquer que, suivant 


ces définitions, un maximé ou un minimé Fig. 2. 

n’est pas nécessairement la plus grande ou la plus petite valeur 
de la fonction dans tout l’intervalle où x varie, mais seulement 
une plus grande ou une plus petite valeur dans un intervalle 
suffisamment petit, quel que réduit qu’il faille le supposer. 
Rien n'empêche donc qu’une fonction ait plusieurs maximés ou 
plusieurs minimés dans un intervalle donné. 


(*) On dit aussi Maxima et Minima. Nous suivons ici la terminologie de 
l’'Encylopédie des Sciences mathématiques. 
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On conjugue les verbes maximer et minimer. On dit extrémer 
pour l’un et pour l’autre. Une fonction est extrémée si elle est 
maximée où minimée. Un maximé ou un minimé est un ex- 
trémé, etc. 


137. Théorème. — Les seuls points où f(x) puisse être extrémée 
sont ceux où sa dérivée s’annule ou cesse d'exister. 

C’est une conséquence immédiate des remarques du n° 102. 
Si f'(x) existe et n’est pas nul, la fonction f(x) est croissante 
ou décroissante au point x et acquiert au voisinage de ce point 
des valeurs plus grandes et des valeurs plus petites qu’en ce 
point : elle ne peut donc y être extrémée. 

On remarquera que les points où f'(x) s’annule sont ceux où la 
tangente à la courbe y = f(x) est parallèle à l’axe des x, comme 
on l’a représenté dans la figure 2. 


Supposons maintenant qu'il s'agisse de trouver les extrémés 
d’une fonction f(x) dans un intervalle où sa dérivée première 
existe. Les seules valeurs de x capables d’extrémer la fonction 
seront les racines de l’équation f'(x) — 0. Soit a l’une d’elles. 
Nous aurons par la formule des accroissements finis (0<6<1) 


F0) (2) Ram ire COLÉCRE LOS 


Supposons que f '(a) existe et soit différent de 0. 

Ce quotient tend vers f '(a). quand h, donc ‘h,tend vers 0 : il 
aura donc le signe de f''(a) pourvu que À | soit suffisamment 
petit, meme si f''(a) est infini. Donc, het h? étant positifs, 
f(a+h)  f(a) sera du signe de f"(a). Il y aura : 


un maximé si f''(a) < O, un minimé si f'(a) > 0. 


Plus généralement, supposons que la dérivée d'ordre n exis- 
te au point a et soit la première qui ne s’annule pas en ce point. 
Développons f(a + h) - f(a) par la formule de Taylor jusqu’à 
l’ordre n. Tous les termes sont nuls sauf le dernier, et il 
reste seulement 


f(a+R)—f(8) = M, 


où, comme on le sait (n° 122), M tend vers f(#(a) quand À tend 
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vers 0, et, par suite, a le signe de cette dérivée pour | À | assez 
petit, même si cette dérivée est infinie. Alors f(a+h)— f(a)ale 
signe de h”f((a), signe variable avec celui de À si n estimpair 
(pas d’extrémé), invariable et le même que celui de f(#(a) sin 
est pair (minimé ou maximé selon que ce signe est +- ou —). 
De là, la règle suivante : 


138. Première règle, — Pour trouver les extrémés d'une fonc- 
tion continue f(x) dans un intervalle où sa dérivée reste finie, 
on cherche les racines de cette dérivée. Soit a l'une d'elles. On 
substitue cette racine dans les dérivées successives de f(x) sup- 
posées existantes jusqu à ce qu'on en trouve une qui ne Ss'annule 


pas pour x = a. Si cette dérivée est d'ordre impair, il n’y a pas 
d'extrémé ; si elle est d'ordre pair, il y a maximé si elle est 
négative, et minimé si elle est positive. 

Il n’est pas toujours nécessaire de calculer les dérivées se- 
conde, troisième, ete... de f(x) pour décider s’il y a maxime ou 
minimé. D'autre part, la régle précédente ne s'applique pas aux 
points où la dérivée cesse d'exister. Voici une autre règle, dont 
l'emploi s'impose pour la discussion des cas où la dérivée est 
discontinue pour x = à. 


139. Deuxième règle, — Soit f(x) une fonction ayant une dé- 
rivée déterminée f'(x) dans le voisinage du point a (le point à 
lui-même pouvant faire exception). Supposons que f'(x) ait, 
dans le voisinage du point a, un Signe unique pour x < a, et 
un signe unique pour x > a. l'aisons passer x par la valeur a 
en croissant ; ü ÿ aura : 1° minimé au point a si f'(x) passe du 
négatif au positif ; 2° maximé si f'(x) passe du positif au nég'a- 
tif ; 3° ni maximé ni minimé si f'(x) ne change pas de signe. 

En effet, f(x) est croissant ou décroissant selon le signe de 
f'(x). Dans le premier cas, f(x) diminue jusqu'à ce que x ait 
atteint la valeur a pour augmenter ensuite ; dans le second, 
f(x) augmente, tant que x est < a, pour décroître ensuite ; 
enfin, dans le troisième, f(x) continue à croître ou bien continue 
à décroitre après que x à passé par la valeur a. 


REMARQUE. — En principe, la première règle est plus simple 
que la seconde, car elle n’exige que le calcul de valeurs parti- 
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culières de certaines fonctions, tandis que la seconde demande 
l'étude de la manière dont varie une fonction, Cependant, en 
pratique, on rencontre le plus souvent des fonctions bien con- 
nues dont le mode de variation est familier. Aussi, dans bien 
des cas où la première règle est applicable, la seconde est 
encore plus expéditive. 


140. Maximés et minimés correspondant aux points de discontinuité 
de la dérivée. — Si f'(x) devient discontinue pour x = a, la se- 
conde règle indique qu’il peut y avoir extrémé de la fonction. 
Cela peut se présenter surtout de deux manières différentes : 
1° La dérivée f'(x) change de signe en passant par l'infini quand 
x passe par la valeur de a. Supposons, 
par exemple, que f'(x) passe du positif au 
négatif ; la courbe y = f(x) affecte, dans 
le voisinage de x = a, l’allure de la courbe 
AB dans le voisinage du point M {fig. 3). 
Le point M s’appelle un point de rebrous- 
sement et l’on voit sur la figure que l’or- 


donné MP est un maximé. 2° La dérivée 
saute brusquement d’une valeur à une autre valeur de signe 
contraire. Supposons que ce soit d’une valeur négative à une 
valeur positive ; la courbe y = f(x) affecte alors, dans le voi- 
sinage de x — a, l’allure de la courbe AB au point M' (fig. 3). 
En ce point la tangente passe brusquement d’une inclinaison à 
une autre, de sorte qu’en réalité deux courbes viennent se réu- 
nir en M'sous une inclinaison différente. Le point M'est ce 
qu’on appelle un point saillant et l’on reconnaît sur la figure 
que l’ordonnée M'Q est effectivement minimée. 


EXERCICES. 


1. Maximés et minimés d’un polynome. Soit le polynome 


f(x) = A4 + À, 41 LE 


On trouve ses extrémés en étudiant les changements de signes de 
sa dérivée (règle IT). Soient 4;, 4,,... les racines réelles de degré impair 
de f'(x) rangées par ordre de grandeur décroissante. On aura 


f'(x)= mA l +. = A, Ga)" (x — er)" Ut) 


les lettres À désigneront des entiers impairs et (x) sera nul ou positif. 
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Supposons À, > 0; pour + — +00, f(x) est égal à +-o, ensuite f(x) 
change de signe chaque fois que x passe en décroissant par une des 
valeurs 4, 4, Donc f(4,) est un minimé, f (a) un maximé, et ainsi 
de suite alternativement. Si As était négatif, l’ordre serait inverse. 


2. Maximés et minimés d'une fraction ralionnelle. Soit f(x) = P : Q. Il faut 
étudier les changements de signes de la dérivée (P'O — PQ) : O? ou, ce 
qui revient au même, ceux du polynome P'Q — PQ'. On opère donc 
comme dans l’exercice (1). Les racines réelles d'ordre impair de ce 
polynome rangées par ordre de grandeur décroissante donneront 
alternativement : 1° des minimés et des maximés si ce polynome a son 
premier terme affecté d’un coefficient positif ; 20 des maximés et des 
minimés si ce coefficient est négatif. Il peut arriver qu’une racine de 
degré impair de P'Q — PQ' soit en même temps racine de Q. Dans 
ce cas, c’est une racine de degré pair de © et elle rend f(x) infinie 
positive ou infinie négative, mais il n’y a pas d’inconvénient à consi- 
dérer, par extension, une valeur semblable comme un maximé ou 
comme un minimé de la fonction. 


3. Maximé et minimé de 4% — 24? + 1. 
R. La dérivée a deux racines simples : 3 (minimant)et0(maximant). 


A? — x HI 
Lx —t 

R. L'expression P'Q — PO' a deux racines simples : 2 (minimant) 
et 0 (maximant). 


4. Maximé et minimé de 


5, Maximé de (a + x)* (e— #)P, « etf > 0. 


a—$ 
KR j 
œ AE 
6. Maximé de =SEZ (R.#=e) ; de eme si(R. ee Ti 
2 


7. Maximés et minimés de «7 sin x. 


R. x = 2k7— : (minimant), x = (2k +1)T ain (maximant). 


8. Montrer que la fonction (4 cos # + cos 2x) est maximée ou mini- 
mée en même temps que cos x. 

KR. On a f(x) = — 4 sin x (1 + cos x). Les changements de signes 
de f(x) sont les mêmes que ceux de — sin # — D cos x. 


9. Avec trois côtés égaux former un trapèze d’aire maximée. 
KR. Soit y l’angle à la base du trapèze. Il faut maximer la fonction 


sin ? (1 + cosy) — 4 sin : cosÿ à. d’où y — 600. Le trapèze est formé 
par trois côtés et la diagonale d’un hexagone inscrit. 


10. Trouver sur une droite donnée OX un point F tel que la somme 
de ses distances à deux points donnés A et B soit minimée. 
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R. Les deux droites AP et BP doivent être également inclinées 
sur OX. 


11. Etant donné un cône droit, on demande de le couper, parallèle- 
ment à la génératrice, par un plan tel que le segment parabolique 
résultant soit le plus grand possible. 

R. Soient a le rayon de la base du cône, x la portion de ce rayon 
entre la génératrice et le plan sécant. On trouve # = a : 2. 


12. Dans un levier du second genre, pesant et homogène, quel doit 
être le bras de levier x de la puissance Q, pour que celle-ci soit mini- 
mée, le moment M de la résistance étant donné ? 

R, Soit g le poids de l’unité de longueur du levier. On trouve gx?— 


2 M, Q = V2 Mg. 


13. Dans quel système de logarithmes peut-il exister un nombre 
égal à son logarithme ? 

R. Soit a le base du système. Il faut que x — loga x puisse s’annuler 
et, pour cela, que son minimé soit négatif. Ce minimé a lieu pour 
x = Loge e. La condition que le minimé soit négatif donne 


1 


a < ee < 1,444667.. 


8 4. Décomposition d’une fraction rationnelle 
en fractions simples. 


141. Objet de cette décomposition. — On appelle fraction simple 
une fraction dont le numérateur est une constante, et le déno- 
minateur une simple puissance d’un binome telle que (3 — a)’. 
Nous allons montrer, en nous servant du développement d’une 
fraction rationnelle par la formule de Taylor, que toute frac- 
tion rationnelle peut se décomposer en un polynome entier et 
une somme de fractions simples. Nous verrons plus tard, dans 
le calcul intégral, toute l’importance de cette décomposition. 


142. Formule de décomposition. — Soit à décomposer la frac- 
tion rationnelle 
FC) 
F(2) 


Si ce n’était pas une fraction proprement dite, en effectuant 
la division, on la décomposerait en un polynome entier et une 
fraction proprement dite. Nous admettrons done que cette 
opération ait été faite et que f(z) soit de degré moindre que K(z3). 

Soient a, b,.. [les racines réelles ou complexes de F(z2); «,f,.., 
À leurs degrés de multiplicité respectifs. On à 
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F(2) = (: — a) Fi(s), 
F,(z) ayant toutes les mêmes racines que F(z) sauf la racine a. 
La fraction f(z) : F,(2), n'étant plus infinie pour 3 = a, peut se 
développer par la formule de Taylor (n° 127) sous la forme 


(1) AE AotA,(z—a)+..+A,_(3—a)t+M,(3—a), 


(6) 
d’où, en divisant par (3 —a)*, 
FC) A A 


(2) F(z) (z AE re Brera Su 


Le dernier terme M, est, comme on le sait (n° 127), une frac- 
tion proprement dite ayant pour dénominateur (2). Les ter- 
mes précédents sont des fractions simples. On est ainsi ramené 
à décomposer la fraction 

M, UE (2) 
Fi(2) 


Pour cela, on recommence la même opération. On pose 


Fa) = (5 —b) F,(2) 
de sorte que F,(z) admet les mêmes racines que F(3) sauf les 
deux racines a et b. En développant f, : F, suivant les puis 
sances de (3 — b) et en divisant par (3 — b}", il vient 


B 
1 VAGHEMTE BE Lie 


F(2) Ge b} 


et on est amené à décomposer la fraction rationnelle M,, qui à 
pour dénominateur F,(z). 

On continue ainsi de suite de manière à épuiser toutes les 
racines de F(z). Quand on arrive à la dernière, il n’y a plus 
qu’à décomposer une fraction proprement dite de la forme 

Z 
M=— RE) bee 
Ci 
et l'opération s'arrête, car, après avoir développé le polynome 
o (z) de degré < À suivant les puissances de z — /, on trouve 
__L 16; bn 


POLE en SAINTES RRRRER 


Mis 
BAS + 


sans nouveau terme complémentaire. 
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Substituons maintenant, de proche en proche, dans l’équa- 
tion (1) les développements de M,, M,,... M, nous trouverons la 
formule de décomposition de f(z) : F(z3) en fractions simples : 


(CORNE TER Aa 
Fa) (sa ae SHÉNE z—a 
B, Br Bp-: 
Te ue (z—b)f-: NET ET 

+ 
L, L, LE 
amener" tr 


143.Unicité du développement. Valeurs des coefficients. — Le déve- 
loppement que nous venons d’écrire n’est possible que d’une 
seule manière, et ses coefficients peuvent se déterminer sous 
forme de dérivées. 
Pour le montrer, définissons la fonction A(z) comme il suit : 
Î(=) 
HS — L - ° 
A(:) = (27 
et multiplions la formule de décomposition par (3 — a)“; elle 
prend la forme 


A (2) — A, + À; (z — a) . — + À oi (3—a) + M(z— a), 


M gardant une valeur finie pour 3 = a. Donc les coefficients 
sont ceux de la formule de Taylor et nous avons 


A'(a) A'(a) Alt—1)(a) 
= A (a), A ji , À, == PET .. A == Tan 
De même, en posant B(z2) = (3 — DSC nous avons 
» en lof fr) DD) je BE (6) 
SPP 0) Nb EURE Bi AR . Bp_, ne +) 


et ainsi de suite. 
Ces formules peuvent servir à la détermination pratique des 


coefficients. On peut employer aussi d’autres méthodes que nous 
allons indiquer. 


144. Autres méthodes pour calculer les coefficients. — 1° Méthode 
des coefjicients indéterminés. On pose a priori la formule de 
décomposition, dont la forme est connue, en laissant les numé- 
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rateurs indéterminés. On chasse ensuite les dénominateurs en 
multipliant les deux membres par F(2). En égalant les coeffi- 
cients des mêmes puissances de 3, on forme un système d’équa- 
tions linéaires qui détermine les coefficients inconnus. 

2° Méthode de dérivations successives. Soit, par exemple, à dé- 
terminer les coefficients A. Si l’on multiplie l’équation (1) du 
n° 142 par F,(z2), qui est égal à F(2) : (3 — a)”, il vient 


f(z)—F,() | Ac-Ai(—2) en PA Le 1 A, a)" —(3—a)"M,F,(2), 


d’où l’on conclut que le polynome du premier membre admet la 
racine a au degré «. Donc il s’annule pour z — a ainsi que ses 
(œ si 1) premières dérivées. En le dérivant (« — 1) fois et en ex- 
primant que ces conditions sont satisfaites, on obtient suc- 
cessivement 


f(a) re F, (a) AS > 0, 
INA) F: (a) A; — F,(a) A, = 0, 
f''(e) — Fi (@) Ac — 2F(8)A; — 2F,(a)A, = 0, 


et ainsi de suite. C’est un système d'équations récurrentes qui 
déterminent de proche en proche A,, A,, A,,.. 

3° On peut arriver autrement au même système d'équations. 
On remplace 3 par a + h dans le polynome que l’on vient de 
dériver successivement, ce qui donne 


AIR) ER (AUTO) |A NID are n° 


puis on ordonne suivant les puissances de À jusque ht, En 
exprimant alors que les coefficients de toutes ces puissances 
sont nuls, on retrouve le système d'équations qui précède. Ce 
sont ces derniers calculs qui seront ordinairement les plus 
rapides. Ils reviennent à effectuer la division de f(a + h) par 
F,(a + À) en ordonnant suivant les puissances croissantes de À. 


145. Cas des racines simples. Formule de Lagrange, — Lorsque 
toutes les racines de F(z) sont simples, le développement en 
fractions simples se réduit à 


AE Li B 
F (2) DR ET mur à 
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Les coefficients À, B..., se déterminent alors par les formules 


. (3 —a)f() _ fa) f(b) 
= ] = ES B Fe PERS LLC 
Tnt D PL F'(d) 
que l’on trouve par la règle de l’Hospital dans le cas où elle 
s'applique aux variables complexes. La formule de décomposi- 


sition est donc la suivante : 


FEAT S) CE (CT 


F(z) F(a)z—a F(b)z—b 


La formule de Lagrange n’est qu’une transformation de la 
précédente. On fait ies substitutions : 
F(z) = (2— a) (z—0b)..(2— 1), 
F'(a) = (a — D) (a—c)….(a — 1), 
F'(b) = (b— a) (b— c).…(b — D), 


et l’on multiplie par F(2) ; il vient 


(3—b) (z—c) .. (2—1) (3—a) (2—c) .… (3—D 


FC) = FO) 5) (ao + (a) TO Ga (50) 60 


pe 


Cette formule s’appelle la formule d'interpolation de La- 
grange. On s’en sert pour construire la fonction f(z), entière, de 
degré < n, qui prend n valeurs données f(a), f(b),... pour n 
valeurs données a, b,... Il de 3. 


CHAPITRE III. 


Fonctions explicites de plusieurs variables. 


S 1. Dérivées partielles et différentielles partielles 
ou totales des fonctions de deux variables. 


146. Dérivées et différentielles partielles. — Soit u — f(x, y) une 
fonction continue et univoque de deux variables indépendantes 
x et y. Si l’on attribue à y une valeur constante et qu’on fasse 
varier x, u devient une fonction continue de x seul. Si elle 
admet une dérivée, celle-ci se nomme la dérivée partielle de u 
par rapport à x. Cette dérivée partielle est ainsi, par définition, 
la limite du rapport 

FX + Ax, y) — f(x, y) 
Ax 
quand la différence Ax tend vers 0. On la représente par l’une 
ou l’autre des notations suivantes : 


J | Ôf(x, ou 
fr(x, Y), Dzf(x, y) ou Du, _ ou FR 


De même, en regardant x comme constant et y comme va- 
riable, on forme le rapport 


fGx, y + Ay)— f(x, y) 
Ay | 
Si celui-ci tend vers une limite quand Ay tend vers zéro, 
cette limite est la dérivée partielle de u par rapport à y et se 
représente par les symboles, analogues aux précédents : 


1 x of(x, 
fy(x;, y) D, j(x, Ds 12), 
Les différentielles partielles d;u, d,u sont, par définition, 
les produits : 


0 
Re CL tar = 


ox Ay, 


ee ee ee ce 
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des dérivées partielles en x et en y par les différences arbi- 
traires Ax et Ay des variables correspondantes. 


14'7. Différentielle totale. — Rappelons d’abord les définitions 
qui ont été données pour une fonction uw d’une seule variable x. 
Cette fonction est différentiable si son accroissement Au peut se 
mettre sous la forme 


Au — À Ax + e Ax, 


où À est independant de Ax et e infiniment petit avec Ax, 
auquel cas sa différentielle, du, est la partie, À Ax, de Au qui est 
simplement proportionnelle à Ax. 

Ces définitions s'étendent tout naturellement aux fonctions 
de plusieurs variables. 

Considérons une fonction u de deux variables qui reçoivent 
respectivement les accroissemenls Ax et Ay, et posons, pour 
abréger l’écriture, 

p—|Ax|+/|aAy]. 

Nous dirons que u est différentiable au point x, y siu est 
bien déterminée aux environs de ce point et si son accroissement 
Au peut se décomposer er deux parties comme il suit : 


(1) Au = (A Ax + B Ay) + &, 


À, B étant indépendants de Ax et Ày, et e infiniment petit avec p. 
Il est clair d’ailleurs qu’il est indifférent d’écrire ep ou 
e'Ax + e!''Ay, 
pourvu que e' et e' tendent vers 0 quand Ax et Ay tendent vers 0 
d’une manière quelconque. 
Quand u est différentiable, la partie de Au qui est simplement 


linéaire en Ax et Ay s’appelle la différentielle totale de u et se 
représente par du. On a donc | 


du = À Ax + B AY. 


THéorème. — La différentielle totale d'une fonction différen- 
tiable de deux variables est la somme de ses deux différentielles 
partielles. | 

En effet, posant Ay — 0 dans (1), puis faisant tendre Ax 
vers 0, on en conclut 
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OR AT OI À ou 
lim ie A: de même, ve B. 
Par conséquent, 
(2) du = ax + Ay = deu + dyu. 


Ceci montre que les dérivées partielles de u sont finies et dé- 
terminées en tout point où u est différentiable, maïs la réci- 
proque n’est pas toujours vraie. 

Si l’on fait u = x, ou u = y, dans (2), il vient 


dx AX, Ye AY, 
et, en substituant ces valeurs dans (2), il vient 


(3) du = dx +6 dy. 


La comparaison des équations (2) et (3) appelle une remarque 
- analogue à celle qui à été faite dans le cas des fonctions d’une 
seule variable (n° 93). L’équation (3) est, comme nous le verrons, 
plus générale que (2). Celle-ci suppose les variables x et y 
indépendantes, tandis que l’équation (3) n’est pas soumise à 
cette restriction. 

I1 est essentiel de remarquer que, la fonction u étant diffé- 
rentiable au point (x, y), l'expression (1) de l’accroissement Au 
prend maintenant la forme 


(4) Au = D dx + D ÀAy + ep = du + €. 


Les équations (1) ou (4) mettent d’ailleurs en évidence que 
Au tend vers 0 avec p (donc avec Ax et Ay) ; d’où la proposition 
importante : Une fonction est continue en tout point où elle est 
différentiable. | 


148. Théorème. — Une fonction ne peut cesser d’être différen- 
tiable que si ses dérivées partielles cessent d'être continues. 

Sous une forme plus précise : 

La fonction u = f(x, y) sera différentiable au point M(x, y), si 
f, est finie et déterminée au point M, f;+ déterminée dans les 
environs du point et, de plus, continue au point M (ou vice- 


versa). 
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Décomposons la différence Af en une somme de deux autres 
différences : 


FC + 4e, y + A7) — fe, y + API PC, » + A) —f (x, y)] 


Désignons par e',e” des quantités qui tendent vers 0 avecles À. 
Nous avons d’abord 


, ! 

f(x; APR AY) — f(x, y) rs fy(x, y)Ay Fa e'AY, 
parce que fix, y) existe et est finie ; ensuite, par la formule 
des accroissements finis, 


fx + 4x, y + 47) — f(x, ÿ + Ay) = Axfs(x + ÜAx, y + AY) 

= fy(x, yAx + el'Ax, 
parce que f; est déterminée aux environs de M et continue en 
ce point. Substituant cela dans l’expression de Af, elle devient 


Af= fx + fyAy + e!'Ax + e'Ay. 
Comme e''Ax + &'Ay est de la forme «ec, car | Ax | et | Ay | 


sont < p, cette relation est de la forme (1), ce qui prouve la 
proposition. 


149. Remarque. — Les conditions énoncées dans le théorème 
précédent et, en particulier, l’existence des dérivées aux envi- 
rons du point M, ne sont nullement nécessaires pour que la 
fonction soit différentiable en ce point. On peut d’ailleurs donner 
une expression assez simple de la condition nécessaire et suffi- 
sante pour cela. À cet effet, désignons, en général, par A-c et 
A,4 les accroissements d’une fonction #(x, y) provenant respec- 
tivement des accroissements Ax seul et Ay seul. Si l’on donne 
successivement ces accroissements à x puis à y, f(x, y) devient 
successivement 


(+4), puis (1+A,)(i+A2)f = (1 + A)f. 


D'où la relation 


Af = Aof+ Ayf+ Av. 


Mais, si / est différentiable, les dérivées partielles sont exis- 
tantes et finies, on à donc 


Ôf 


re qu “ e }ax, a,f= (SE + "Jay. 
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Donc la condition nécessaire et sufjisante pour que f(x, ÿ) 
soit différentiable en un point (x, y) où ses deux dérivées par- 
tielles sont finies et déterminées, est que la différence seconde 
A A1 soit infintment petite par rapport à p. 


150. Dérivée et differentielle d’une fonction composée d'une seule 
variable indépendante, — Soit u — f(x, y) une fonction différen- 
tiable au point x, y. Remplaçons-y x et y par deux fonctions 
d’une variable indépendante unique t, différentiables au point t. 
Nous obtenons ainsi une fonction composée de {. Pour calculer 
sa dérivée au point {, remarquons que la formule (4) subsiste 
indépendamment de toute hypothèse sur les accroissements Ax 
et Ay, de sorte que nous pouvons admettre qu’ils correspondent 
à l'accroissement Af. Divisons alors la formule (4) par A£, il 
vient (en écrivant f au lieu de u) 


SUR EUR ARE CIM 
ADDED ATON-O TANT 


—— —- € 


Faisons tendre At et avec lui Ax, Ay, & et o vers 0 ; il vient, 
à la limite, vu nos hypothèses au point {, en vertu desquelles 
AX : At, Ay : Atet p : At ont des limites finies, 


df(s, 3) _ Of de, of dy 
dt ox dt | 9y dt’ 


Donc, si f(x, y) est différentiable, et si x, y sont des fonclions 
différentiables de t, la dérivée de f par rapport à t est la somme 
des dérivées partielles de f par rapport à x et y respeclivement 
multipliées par les dérivées de x et y par rapport à t. C’est la 
règle de dérivation des fonctions composées. 

En multipliant cette formule par dt, on obtient la difféeren- 
tielle de f(x, y), à savoir 


af, » = ax + Lay 


D'où le théorème suivant : 

Si f(x, y) est différentiable et six et y sont deux fonctions 
différentiables d'une même variable t, la différentielle de f(x, 7) 
considérée comme fonctions de t, s'exprime au moyen de x, y, 
dx et dy, par la différentielle totale de f(x, y) comme si les va- 
riables x et y étaient indépendantes. 
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REMARQUE. — Le théorème général que nous venons d’énon- 
cer renferme, comme cas particuliers, les règles de dérivation 
d'une somme, d’un produit et d’un quotient que nous avons 
démontrées séparément au chapitre 1° (n° 95). On vérifie, en 
effet, immédiatement que les seconds membres des formules : 


d(u + v) = du + dv, d'uv = u du +v du, 
DAUIQU AU RAUs 
DA v? d 


représentent respectivement la somme des différentielles par- 
tielles des premiers membres par rapport à u et à v. 


151. Calcul pratique des différentielles totales. — Le théorème 
précédent revient à dire que les différentielles totales se cal- 
culent par les mêmes règles que les différentielles des fonctions 
composées d’une seule variable. Si les différents modes de com- 
position de la fonction f(x, y) sont de ceux qui ont été prévus 
au chapitre I, et c’est ordinairement le cas, il suffira d'appliquer 
les règles établies dans ce chapitre pour obtenir la différentielle 
totale. | 

C’est ainsi que les règles de différentiation d’une fonction de 
fonction, d’un quotient et d’une somme (n° 95) conduisent aux 


résultats suivants : 


y 
l— 
x x dy — y dx 
d'arc tg = DS no: ; 
x 14 KEY 
me : 


dYx?+ y 2x dx +3 y’dy 
V+y  2(x?+ y) 

On voit que les différentielles totales s’obtiennent sans cal- 
culer séparément les dérivées partielles et l’on évite ainsi la 


d Log VX? + y°— 


répétition inutile de certains calculs. 

D'autre part, si l’on connaît la différentielle totale de f(x, y), 
on peut en déduire à simple lecture ses deux dérivées partielles. 
En effet, dx et dy étant des coefficients indéterminés, la déri- 
vée partielle par rapport à x sera le coefficient de dx, et la 
dérivée partielle par rapport à y celui de dy, dans l’expression 
de la différentielle totale. C’est ainsi que l’on tire immédiate- 
ment du calcul fait plus haut : 


FRE Q Ye, ve 
CANCER PV AR OS x x? + y? 


95 arc t£ 
0Y 8 
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152. Dérivées partielles du second ordre. — Soit u — f(x, y) une 
fonction de deux variables indépendantes x et y ; ses dérivées 
partielles f> et fy seront, en général, des fonctions de x et de 
y et pourront admettre elles-mêmes des dérivées partielles. 
Nous désignerons la dérivée partielle de f, par rapport à x par 


11 d? 
etc M) ou) eo ee 


et sa dérivée partielle par rapport à y par 
’ PT 
| feu (x, y) où Dé,f ou Ox0Y 
De même, les dérivées partielles de f, par rapport à x et à y 
seront respectivement 
'| Fo] 0°f 11 2 Of 
Lyx = Dyxf = 0yox’ L'uv = Div 
Voici, concernant ces dérivées, un théorème fondamental, en 
vertu duquel fyx= fry, Ce qui réduit à trois seulement le nom- 
bre des dérivées partielles du second ordre. 


153. Interversion des dérivations, — THÉORÈME I (YOUNG). — 

. pl 0 » (7 . . pp1 
Si fx et fy sont déterminés aux environs du point x, y et diffé- 
rentiables en ce point, on a, au point x, y, 


EU 1! 
le CU DE 


On obtient ce théorème en calculant de deux manières diffé- 
rentes la différence seconde : 


A'f= fe +R, ÿ +R) — f(x + h, y) —f(a, y +R) + f(e, y). 
D'abord A?f est l'accroissement éprouvé par 


quand x augmente de h, d'où, en appliquant à (x) la formule 
des accroissements finis, 


Af= h[fs (x + 0h, y + h)— fa (x + 0h, y). 
Mais, comme f, est différentiable au point x, y, on a, par la 
formule (4) du n° 147, &' ete" tendant vers 0 avec A, 
fe (x + 0h, y +R) — fa (x, y) = hfax + hfay + ER, 


fa +08, y) — fes, Y) = Mhfre + eh 
10 
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Portant la différence de ces deux quantités dans le crochet, 
on trouve 
Af = hf + eh?, 
où € désigne encore une quantité, e  — e/, qui tend vers 0 avec h. 
D'autre part, A?f est l'accroissement de la fonction 


b(y) = f(x +R, y) — f(x, y) 


quand y augmente de À, en sorte que l’on trouve, par un calcul 
symétrique du précédent, 


Af = hfyr + eh? 
Faisant tendre À vers 0, il vient donc 


lim Se = Ta — 

Le théorème de Young postule l’existence de toutes les dé- 
rivées secondes au point x, y, mais non leur continuité. Le 
théorème suivant de Schwarz ne postule l'existence que de fy 
(mais aussi sa continuité) et il peut être plus utile dans cer- 
tains Cas : 


THÉORÈME IT (ScHwaRz). — Si 1e fé et Fr) existent dans le 
voisinage du point (x, y), et si fx, est continue au point (x, y), 
l'autre dérivée fy+ existe aussi en ce point el est identique à PE 

Posons, pour simplifier, 

PO) = fx, y + À) FC, »): 
on aura, par la formule des accroissements finis, qui s'applique 
deux fois de suite, 
pH) g@)=R(f, (x +07 +R — f(x +0R, y) 
= hkf}, (x + 4h, y +R). 


Cette dérivée seconde est continue ; donc, en désignant par € 
une quantité qui tend vers 0 avec h et k, on peut écrire | 


(x + R)—p(x) = RKIf:, (x, y) + €]. 
Divisons d’abord par k et faisons tendre Æ vers 0 ; les deux 


rapports © : k au premier membre ont pour limites des dérivées 
12 supposées existantes et l’on trouve 


f'(c+Rh,y)—fl(x,y)= hf: (, y) + el. 
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Divisons maintenant par À et faisons tendre À vers 0 ; e ténd 


vers 0, et il vient, par définition de la dérivée seconde, f!! Dx = : ds 


Donc, si les dérivées considérées sont continues, les caracté- 
ristiques D; et D,, peuvent toujours être interverties. 

Les quatre dérivées partielles du second ordre de la fonction 
u = f(x, 7) se réduisent donc en général à trois distinctes : 


ou ou œu œu 
0x7”  Ox0y oyox. dy? 

Cette notation à l'avantage de mettre l’égalité des deux déri- 
vées partielles en évidence et, quand on l’emploie, on suppose 
toujours implicitement que les conditions nécessaires pour 
assurer cette égalité sont remplies : 


154. Différentielles partielles du second ordre. — Aux dérivées 
partielles du second ordre correspondent les différentielles 
partielles, définies par les équations : 


ia AXdN Et, Ro dy* 
Me 0 RUE 4 RATES 


L'équation D; D,u = D, D,u entraine donc aussi l'égalité 


du 
Hi LU — 0x2 dx*. (le dy LU — 


drdyu = dydeu, 


de telle sorte. que l’ordre de deux différentiations partielles 
successives par rapport à x et à y peut aussi être interverti. 


155. Dérivées et différentielles partielles d'ordre quelconque. — Le 
théorème du n° 153 se généralise de lui-même. Concevons que 
l’on effectue sur une fonction u = f(x, y) un nombre quelconque 
de dérivations partielles successives, les unes par rapport à x, 
les autres par rapport à y, dans un ordre arbitraire. 11 suit de ce 
théorème que l’ordre de deux opérations consécutives peut être 
interverti quand elles se rapportent à deux variables diffé- 
rentes, pourvu que toutes les dérivées que l’on considère restent 
continues ou, plus généralement, que l’on ne dérive que des 
fonctions différentiables. Moyennant cette restriction, on peut, 
par la répétition de ces permutations, ranger les dérivations 
dans l’ordre que l’on veut ; on peut faire, par exemple, d’abord 
toutes les dérivations par rapport à x et ensuite toutes celles 
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par rapport à y. Le résultat de m dérivations par rapport à x et 
de n dérivations par rapport à y, opérées consécutivement sur 
la fonction u, est indépendant de l’ordre suivi et peut se dési- 
gner par un seul et même symbole 

om+ru 

OxMOY | 


Cette quantité est une dérivée partielle de l’ordre (m + n). En 
la multipliant par dx”dy*, on obtient la différentielle partielle 


du même ordre 
onu 


de dyu = Demon 


(Es 4 

156. Différentielles totales successives. — Soit u — f(x, y) une 
fonction différentiable des deux variables indépendantes x et y. 
Si sa différentielle totale 


du = ax + ar 


est différentiable, dx et dy étant considérés comme des para- 


: me . OU ou ; er 
mêtres constants, c’est-à-dire si de et FF sont déterminés aux 


environs du point considéré et différentiables en ce point, on 
dira que u est différentiable jusqu’au second ordre et la diffé- 
tielle de du sera sa différentielle seconde du. 

Cette différentielle se calcule de la même façon que la précé- 
dente. Maïs on observe que l’on a, en vertu du théorème de 
Young (n° 153) qui s'applique quand du est différentiabl , 

ARR ER 
Ox0y  dyox 

De plus, on convient d'introduire les mêmes différentielles 
dx et dy dans les deux différentiations consécutives. On trouve 
ainsi 


d'u d'u 
GREEN, rer 


d'u ee 2 


Les différentielles successives d'u, ra se définissent 
ainsi de proche en proche. On dit que u est différentiable jus- 
qu'à l’ordre n si d'u est différentiable, donc si toutes les 
dérivées d'ordre (n — 1) sont déterminées autour du point con- 
sidéré et différentiables en ce point. Cette condition assure la 
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légitimité de l’interversion des dérivations en x et en y et le 
calcul se fait sans difficulté. 

On peut former une expression symbolique très commode de 
d'u en remarquant que, pour former la différentielle totale 
d’une fonction, il suffit de la multiplier par le facteur symbolique 


Ô Ô 

— d — d 

0x F ÔY 

et d'effectuer la multiplication comme si 2 Fe dx et dy étaient 
des facteurs algébriques. On trouve ainsi, en interprétant les 
puissances de à comme des indices de dérivation, 


n 


Ceci suppose quex et y soient des variables indépendantes ou, 
plus généralement, que dx et dy puissent être traitées comme 
des constantes dans les différentiations successives. 

Si x et y sont des fonctions différentiables d’autres variables 
indépendantes, dx et dy ont des différentielles successives d°?x, 
dx, dy, dy, qui s’'introduisent dans les différentielles 
de u. Dans ce cas, on trouve, en faisant les calculs, 

ou 
0x? 


et ainsi de suite. 


d'u — 


o?u 
2 
dx? + er dxdy + dy 


ou». , OU 
Mo 0 


15'7. Méthode pratique de calcul. — Pratiquement, les différen- 
tielles totales se calculent, non par l’addition des différentielles 
partielles, mais par la simple application des règles générales 
du chapitre I. Le calcul est même si simple qu’il y a souvent 
avantage à se servir de ces différentielles pour calculer les 
dérivées partielles de u. On traite alors x et y comme des 
variables indépendantes dont les différentielles dx et dy sont 
des constantes arbitraires, On obtient ainsi des résultats de la 
forme 

du = pdx + qdy, du = rdx? + 2sdxdy + tdy? ,.… 
Où D, q, r, S, t sont des fonctions explicites de x et y. La com- 
paraison avec les formules générales montre que l’on a, puisque 
dx et dy sont des indéterminées, 
ou ou 0 LL ou ou 
M5 Dee 0x0’ = Ye 
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Cette méthode de calcul est surtout avantageuse lorsque l’on 
doit connaître toutes les dérivées partielles d’un même ordre. 
est généralement le cas dans les applications géométriques. 


S 2. Extension à un nombre quelconque de variables. 


158. Définitions des dérivées et des différentielles premières. — Soit 
u = f(X, y, 3...) une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes ; la dérivée partielle de u par rapport à l’une d'elles, 
x par exemple, est la dérivée de u considérée comme fonction 
de x seule, toutes les autres variables étant traitées comme des 
constantes. On la représente par les symboles : 


ou Of 


ox x? Le (x, à Bia) D+f(x, %s res) 


Les différentielles partielles d,u, d,u,... s’obtiennent en mul- 
tipliant les dérivées partielles par les accroïissements Ax, Ay,... 
des variables correspondantes, de sorte que 


ou 
Ax, M 


ou 
ox 


La fonction u est différentiable au point x, y, si elle est 
déterminée aux environs de ce point et si l'accroissement Au 
correspondant aux accroissements Ax, Ay,... peut se décompo- 
ser dans la somme de deux parties : 


Au = (AAx + BAY + .…) + eo, 
= |Ax|+|Ay| + 

dont la première est simplement linéaire en Ax, Ay,... et où € 
tend vers 0 avec Ax, Ay,... c’est-à-dire avec p (*). Dans ce cas, 
la première partie (AAx, + BAy + …) se représente par du 
et s'appelle la différentielle totale de u. Comme d’ailleurs A, B,.. 
sont les dérivées partielles de u en x, en y,..., 1l vient 

ou 

ox 


Donc la différentielle totale est la somme des différentielles 


du — 


0 
Ax + Se Aie 


partielles. 


(*) La définition ne serait donc pas changée si l'on posait 


p=—= VAx? + Ay? + nes 
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En particulier, pour u = x, pour u = y, on à respective- 
ment 
dx = Ax, AVE Y 
et du peut s’écrire sous une nouvelle forme 


du — % dx “+ F dy +. 

Cette nouvelle forme à sur la première l’avantage d’une plus 
grande généralité comme nous le montrerons tout à l’heure 
(n° 159). 

Si u est différentiable au point x, y, nous pouvons écrire 
maintenant 


ou ou 
Au = ax Fe step, 


e tendant vers zéro en même temps que les accroissements A. I1 
suit de là qu’une fonction est continue en tout point où elle est 
difjérentiable. 

La démonstration du n° 148 se généralise d’elle-même, de 
sorte qu'une fonction ne peut cesser d'être différentiable que si 
ses dérivées partielles cessent d’être continues. 


159. Différentiation des fonctions de fonctions, — Soit u une 
fonction différentiable des variables x, y,.…, celles-ci étant 
elles-mêmes des fonctions différentiables des variables indé- 
pendantes &, n,.., de sorte que u est une fonction composée de 
&, n,.. Je dis que u, considérée comme fonction de Ë, n,.….., est 
différentiable et que sa différentielle totale s'exprime à l’aide de 
x, Y,.. dx, dy, par la même formule 


no 


du drone RE NTI 


que si les variables x, y, étaient LAN 

Pour simplifier l’écriture, nous supposerons dans la démon- 
stration qu'il n’y ait que deux fonctions intermédiaires x, y et 
deux variables indépendantes E, n. Posons 


p—|ax|+{|aAy], p'=|Af|+]aAnl. 
Nous aurons, Ra x, h sont différentiables, 


Lx e SA 4 0 7, An + ep 


(1) 
Ay = tin | 
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où les quantités e tendent vers 0 avec p”. Soit w la valeur abso- 
lue de la plus grande de ces quantités e, et M la valeur absolue 
de la plus grande en valeur absolue des quatres dérivées par- 
tielles de x et y. Nous aurons, par les équations (1), 


[Ax | <(M+w)p, |[Ay|<(M+ovw)r 


et, par conséquent, 


Ax A 
g- 1° HE Y LE (M + w). 


Donc le rapport ? : p' reste fini et p tend vers 0 avec p'. 
Ceci posé, la fonction f(x, y) étant différentiable, nous avons 


ou ou 
Au = — sé k 
u RE D Ep ; 
et, en substituant dans ceci les valeurs (1), qui peuvent s’écrire 
Ax = dx +e'p!, Ay = dy +e"p° : 


il vient 
ou tt 
aus . de SE 4 + p cn +e + € + 
Mais ceci prouve la proposition, car la dernière parenthèse 
est infiniment petite avec p' et la précédente est, en même temps 
que dx et dy, linéaire et homogène en AË et An. On a donc 


Donc, tant que les fonctions considérées sont différentiables, 
les différentielles totales se calculent toujours de la même 
facon, que les variables soient indépendantes ou ne le soient pas. 


160. Dérivation des fonctions composées. — Si x, y, sont des 
fonctions différentiables d’une variable unique t, la dérivée de 
u = f(x, y,...) par rapport à t s'obtient en divisant la différen- 
tielle du par dt. 11 vient ainsi 


du dudx ou dy 
dt 0x dt 0ydt t" 
ce qui généralise la règle du n° 150. 
SUV sont des fonctions différentiables de plusieurs 
variables 6, n,..., les dérivées partielles de f(x, y...) par rap- 
port à ces variables se calculent par la formule précédente, 


DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES 153 


sauf que les dérivées de x, y, sont des dérivées partielles. 
Par exemple, on à 


ou duox 0u0y 
dE — ox dE * 0y Œ * 


16 1. Différentiation des équations. — Soient x, y,... des variables 
indépendantes. Si une fonction u = f(x, },...) se réduit à une 
constante, on & 


Au = 0, donc (par définition) du = 0. 


Réciproquement, si 
AR UNE … = 0, 


comme dx, dy,.,. sont arbitraires, chacune des dérivées par- 
tielles doit être nulle, u ne dépend d'aucune des variables et se 
réduit à une constante. Donc /a condition nécessaire etsuffisante 
pour que u se réduise à une constante est que l’on ait du — 0. 

Considérons maintenant des variables x, y,... indépendantes 
ou non, satisfaisant à l’équation 


HONTE UE 
Nous disons que cette équation est différentiable si la fonction 
f(x, y...) est différentiable. Donc, si x, y, sont différen- 
tiables, df se calculant toujours de la même facon, on aura, 
puisque f est constant et df nul, 


Ô 
He 4 2 Sdy+— 


Différentier totalement une équation, c’est égaler les diffé- 
rentielles totales de ses deux membres. Le résultat que nous 
venons d'obtenir se formule dans le principe suivant, qui est 
fondamental : 

Étant donnée une équation différentiable entre un certain 
nombre de variables, indépendantes ou non, mais différentiables, 
il est toujours permis de différentier totalement l'équation. 


162. Dérivées et différentielles successives. — Les considérations 
émises dans le paragraphe précédent se généralisent d'’elles- 
mêmes et il suffit d’énoncer les résultats. 


Si l’on effectue un nombre quelconque de dérivations succes- 


“154 CHAPITRE Il, FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES 


sives par rapport à des variables différentes x, y, 3,.,., l’ordre 
de deux dérivations successives par rapport à deux variables 
différentes peut toujours être interverti, moyennant l'hypothèse 
de la continuité des dérivées ou celle de la différentiabilité des 
fonctions. De la sorte, le résultat de In dérivations par rapport 
à x, n dérivations par rapport à y, p dérivations par rapport 
à z,.. effectuées dans un ordre quelconque sur une fonction 
u — f(x, y, z,...), peut être représenté par le symbole unique 
On +N+P+-. y 

Une différentielle sera dite différentiable si elle est formée 
de dérivées partielles différentiables. Dans ce cas, les différen- 
tielles totales successives se calculent en appliquant successi- 
vement les règles établies pour les différentielles premières. 
Si les variables x, y, z,.., sont indépendantes, la différentielle 
ILEMENTOA (CE 2) admet la forme es 


DRESSÉ (£ ds + 5 A a ner va CRUE Ÿr. 


163. Théorème d’Euler sur les fonctions homogènes. — Une fonc- 
tion f(x, y, z,..) est homogène par rapport aux variables 
X, Y, Z,.., lorsqu'elle vérifie l’identité 


(1) A CE LA ee nd AO A TRE 
t désignant une indéterminée. L’exposant m est le degré d’ho- 
mogénéité de la fonction. 


Si l'on fait { — de l'identité devient 


c’est-à-dire 
(2) f(x, Y> 2,323) = XP . = Pa } 


Donc, si l’on divise une fonction homogène de degré m par 
la mième puissanee de l’une des variables, elle ne dépend plus 
que des seuls rapports des variables. 

On s'assure immédiatement qu’une fonction qui vérifie la con- 
dition (2) vérifie la condition (1). Donc l’équation (2) peut aussi 
servir de définition des fonctions homogènes. 


Dérivons l’équation (1) par rapport à t, il vient identiquement 
Xp (EX, ty,..) + YÉ (EX, ty...) + ce = mErIT(X, 7...) 


ou, en faisant { — I, 
(3) XF x, ÿ,..) + YÉ,(R, ,..) + = mf(x, Y,.…). 


C’est dans cette identité que consiste le théorème d’Euler : 
La somme des produits des dérivées partielles d'une fonction 
homogène par les variables correspondantes est égale à la fonc- 
tion elle-même multipliée par le degré d'homogénéité. 

Plus généralement, si l’on dérivait l’équation (1) n fois de 
suite par rapport à t{ avant de faire { — 1, on trouverait, par la 
formule symbolique du numéro précédent, 


() ) se 
(se - Mr + +) f(x, Y,..….)= m(m—1)..(m—n+1)f(x, y,,.…). 


EXERCICES. 


1. Dérivées partielles et différentielles totales successives des 
fonctions : 


(28 —2y)? + Vxy, 


ny e 2 2 2 AIDES 
a? — g?? Vzx Ame ART 2 +R 


2. Dérivées partielles d'ordre quelconque de f(ax + by  c). 
o+#f 
"© — pmhn flm+n) 
K; Or Qy" da À (ax + by + 6). 


3. Appliquer le calcul de l'exercice précédent en supposant que (4) 
soit une des fonctions : 


et, Sin %, COS 4, Log «, etc. 


4. Différentielle ième de # = e2x f( y). 
R. On applique la formule symbolique du n° 156. On trouve, en 
interprétant les puissances de f comme des indices de dérivation, 


an ex f(y) = € [f(y) dy + a dx}. 


5. Appliquer ce résultat à la fonction e4* cos by. 
Y 
Fe 
R. Différentions une première fois, il viendra 
xdy —ydx 1 [ dx + idy dx —idy 
CR ra | ROSE IT TIENNE 
4? + y* 24 | 4 +71 x — yi 


6. Différentielle totale nième de # — arc tg 


puis, en différentiant encore (# — x) fois, 
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(n— 1)! LE + idy}® (dx — idy}" 
21 (x + vi) (x — yi}" | 


Pour se débarrasser des imaginaires, on pose 
x + yi = 7 (cos 8 +3 sin 0) dx + 1 dy = ds (cos ÿ +1 sin +). 
On a alors 
Asie 
diu—=(—1}1(n — 1)! (£) sin #(p — 0). 
On peut aussi calculer d’une manière analogue les dérivées partielles. 


7. Différentielle totale nième de # = Log Vx? + y2. 
R. On trouve d’abord 


x dx +ydy 1 dx+idy , dx —1dy 
HAE | x + 91 4 — y l 


ensuite, par les substitutions de l’exercice précédent, 


du = 


déu—=(— 1) \{n — 1)! (5 )'c0s n (p — 6). 


Remarque. Les résultats des exercices 6 et 7 dérivent immédiatement 
du calcul de 47 Log z dans la théorie des fonctions d’une variable 
complexe. 

8. Si fl (x + h. y, z,...) tend vers une limite déterminée quand h tend 
vers Ô, on a 

As PAT E limf, (x + 4, 7,3...) 


R. Ce théorème se démontre en faisant tendre # vers 0 dans la rela- 
tion 
x + h,7, 3,...) —f{(4, y, 3, 
PEER Reine = f! (x + 6%, 1 CHR 


C’est donc une propriété de la dérivée des fonctions d’une seule 
variable. 


9. Si le point x, y, est un point de discontinuité isolé de la dérivée 

fl UE ; , ; RS, 

seconde f 5 (X, Y,...), c'est-à-dire S'il n'y a pas d'autre point de discontinuité 

dans un domaine suffisamment petit enveloppant ce point, on aura, pourvu 
que ces limites existent, 


II Run e L jar ES IT 
PACE im, (4,3 +8k,..) = ms, (49h) 
PACE ED = lim jf, (4 + 4, 3...) = imf,, (GED). 

R. C’est l'application du théorème précédent. 


10. Déterminer, en appliquant le principe précédent, les dérivées 
partielles du second ordre au point # = y — 0 de la fonction. 


FORMULE DE TAYLOR POUR PLUSIEURS VABIABLES 157 


J(#, y) = "x? arc te — y? arc tg 


R. On trouve en général 
a? — y? 
PACE) Le x? + y? 
On en conclut 
F1! (0, 0)= lim fil, (4, + 
F1, (0, 0)= Him fl! O,)=— 2. 


11. Déterminer les dérivées partielles à l’origine de 


— 2 fé DÉS, 2 rs, 2 AE 8) 
f(x, 3,3) = (x +32) actes, (y — 2) RÉ Se pe 


12. Déterminer directement les dérivées partielles des deux exercices 
précédents en recourant à la définition générale de la dérivée. 


S 3, Extension de la formule de Taylor 
aux fonctions de plusieurs variables. 


164. Formule de Taylor. — Considérons une fonction f(x, y,..…) 
de plusieurs variables. La formule de Taylor à pour but de 
développer la différence f(a + h, b + k,...) — f(a, b,...) sous 
forme d’une somme de polynomes homogènes et de degrés res- 
pectifs 1, 2,... (n — 1) par rapport aux accroissements À, k,... 
des variables. 

Le problème de trouver ce développement se ramène à celui 
qui a été résolu pour les fonctions d’une seule variable. Pour 
abréger l’écriture, considérons seulement une fonction de deux 
variables. | 

Soit u — f(x, y) une fonction différentiable jusqu’à l’ordre n 
pour toutes les valeurs de x entre a et a + À et toutescelles de 
y entre b et b + k. Soit ensuite { une nouvelle variable indé- 
pendante ; posons 


pe do fe.) = e(0. 

De la sorte, u est une fonction composée de #f dont les déri- 
vées seront déterminées jusqu’à l’ordre n et continues jusqu’à 
l’ordre n — 1 inclusivement dans l'intervalle (0, r). On a done, 
par la formule de Maclaurin (n° 125) pour une seule variable 
t (prise égale à r) et avec le reste de Lagrange, 
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| g(1) — #(0) = #'(0) +7 ® A HD + en. 
(0 ï en 


Les différentielles dx — hdt et dy — kdt étant constantes, les 


(1) 


différentielles successives de f(x, y) se calculent par la formule 
symbolique du n° 156 et l’on a 


deu = (Tax + Lay )f (x, y) 
Ôx ÔYy LT 
d’où 
(2) an(o = (En + ER Jr» 
Pour {t=0,onax=— a, y = b, et la formule (2) prend la forme 
() 0 \Ÿ? 
ptP(0) — ce + k . f(e, b). 


Pourt=06, on ax = a + 0h, y — b + 0k et la formule (2) 
devient 


g0() — (RS HET) le + 0h, b +0). 


Portons ces valeurs dans (1), nous trouvons la formule de 


Taylor : 
fa +R, b +70 — fa, 0) (RS + KDE )f(@ b) 
. + i + 5) fe bei 
pm aa +4) Fe 2) 
\ + ie +R &) f(a+8h, b+ 6x). 


Cette férmule ne suppose pas la continuité des dérivées de 
l'ordre n. 

Lorsque x et y sont des variables indépendantes, on peut 
écrire h = dx, k = dy ; si l’on remplace alors a par x et b par 
y dans la formule (3), elle devient 

HER ad? A 
Af(x, y) = d Ms 2 Hieus Han ti) 
FC y) f (an —1)! NT + 6ae, y +047 
(O<4<7r) 
seulement, ces différentielles sont maintenant des différen- 
tielles totales. La notation employée pour le dernier terme 
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signifie qu'il faut remplacer, dans les dérivées nièmes qui entrent 
dans ce terme, x par x + 0 dx et y par y + 0 dy. 

Ces résultats s'étendent d'eux-mêmes aux fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. Ainsi, pour trois variables, 


fa+h b+k,c+D— fia,b,o+ (RS + k- +1 Je bo 


Ô 
: CS ci RH) f(a, b, c) + + 


et ainsi de suite. 


165. Formule de Maclaurin. — Celle-ci se déduit de la formule 
(83) en y faisant a — b = 0, h = x et k — y. Nous écrirons le 
résultat comme il suit : 


0) 0 I Ô On 
f(x; y) = f(0,0) + e- à DEA À Fe) fo, rte + y 3) oo + 


+ Vox +95) foot as VOX +rS) LL 


Ces indices signifient qu'après avoir calculé les dérivées par- 
tielles, il faut y remplacer x et y par 0. La formule de Maclau- 
rin développe donc la fonction en une somme de termes homo- 
gènes et de degrés croissants en x, y. 


S 4. Maximés et minimés (extrémés) libres des fonctions 
de plusieurs variables. 


166. Fonctions de deux variables, — On dit qu’une fonction 
f(x, y) de deux variables indépendantes est extrémée au point 
(a, b), lorsque la différence 

f{a+h, b+k)—f(a, b) 

garde le même signe pour toutes les valeurs de À et de Æ infé- 
rieures en valeur absolue à un nombre positif suffisamment 
petit. La fonction est maximée si cette différence est négative 
et minimée si elle est positive. Les extrémés des fonctions de 
plusieurs variables indépendantes sont appelés libres. S'il y 
avait des relations entre les variables, les extrémés seraient 
liés. Nous étudierons ce cas plus loin. 

Tout d’abord la fonction, pour être extrémée, doit l’être quand 
on ne fait varier que x seul ou y seul ; de là, le théorème sui- 
vant : 
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Les seuls points où la fonction f(x, y) puisse être extrémée 
sont ceux où chacune de ses deux dérivées partielles f, et f,, 
s’annule ou cesse d'exister. 

Supposons f(x, y) différentiable ; pour trouver ses extrémés, 
il faudra donc poser les deux équations simultanées : 


En résolvant ces équations par rapport à x et à y, on trouve 
généralement un certain nombre de solutions. Soit x —a, y = b 
l’une d’elles. Il reste à examiner s’il y à réellement maximé ou 
minimé en ce point. Voici la méthode à suivre pour trancher 
cette question. 

Supposons les dérivées partielles premières différentiables 
au point (a, b). Développonsladifférence f(a + h,b + k)—f(a, b) 
par la formule de Taylor en nous arrêtant au premier ordre, 
ce qui est légitime si | À | et | k | sont assez petits (n° 164). Il 
viendra 
f(a+h, b+k)—f(a, b)=Rhf!(a+86kh, b+0k)+kf}(a+86h, b+6k). 
Posons 

r = Vh? + k?, h =rsin co, k=rcosa, 
de sorte que r est une quantité positive infiniment petite et « 
un angle arbitraire avec h et k. Ecrivons encore, en abrégé, 


vue Pre b) pe 0’f(a, b) C— 0?f(a, b) 


dadb ”? ob? 
et désignons par &!, s/' des quantités infiniment petites avec r. 


Les dérivées partielles premières étant différentiables au point 
(a, b) et nulles en ce point, on a 


fa + 0h, b + 6k) = G(AR + Bk + er), 
fa + 0h, b + 0k) = G(Bh + Ck + elr). 
Substituant ces valeurs, la différence f(a + hk, b + A) —f(a, b) 
prend la forme 
(1) Or?[A sin’o + 2B sin a cos à + C cos?a + €], 


où € — €! cos à + el! sin « et tend encore vers 0 avec r. 

La considération de cette expression conduit, 0 étant positif, 
aux conclusions suivantes : 

1°) Si le trinome | 
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À sin? à + 2B sin x cos « + C cos° « 


ne peut s’annuler, comme il est fonction continue de «, il con- 
servera un signe invariable et sa valeur absolue restera supé- 
rieure à un nombre positif m. C’est donc ce trinome qui donnera 
son signe à l’expression (1) dès que l’on aura | e | < m, donc à 
partir d’une valeur suffisamment petite de r, quel que soit x. Il 
y aura maximé ou minimé selon que le trinome sera négatif ou 
positif. 

2°) Si le trinome peut changer de signe, comme il donne 
encore son signe à l’expression (1), pour chaque valeur de « qui 
ne l’annule pas, à partir d’une valeur suffisamment petite de r, 
il n’y aura ni maximé ni minimé. 

3°) Enfin, si le trinome, sans pouvoir changer de signe, peut 
cependant s’annuler pour certaines valeurs de «, pour ces va- 
leurs, le signe de l’expression (1) dépend de celui de € qui reste 
inconnu et l’on ne peut rien conclure. 

Les caractères analytiques particuliers à ces trois cas sont 
faciles à indiquer : 

Supposons À différent de zéro. Le trinome peut se mettre 
sous forme de fraction, comme il suit : 


(A sin a + B cos a)? + (AC — B?) cos? « 
Mo co CON IT 

1°) Si AC — B° > 0, le numérateur de cette fraction est une 
somme de deux carrés qui ne peuvent s’annuler ensemble et il 
est toujours positif. Donc le trinome ne peut s’annuler et a le 
signe de A. Il y à maximé si A < 0 et minimé si À > 0. 

20) Si AC — B? < 0, le numérateur a des signes différents dans 
les hypothèses cos à — 0 et tg « = — B : À, le trinome change 
de signe et il n’y à ni maximé ni minimé. 

3°) Si AC — B°? = 0, le numérateur se réduit à un seul carré, 
le trinome, sans changer de signe, peut s’annuler. C’est le cas 
douteux. | | 

Supposons encore que À soit nul. Le trinome se réduit à 


cosa (2B sin a + C cos a). 
Si B n’est pas nul, cette expression change de signe avec 
cosx supposé infiniment petit, et il n’y a ni maximé ni minime. 


Enfin, si À et B sont nuls tous les deux, le trinome se réduit 
11 
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à Ccos’«, qui peut s’annuler maïs ne peut changer de signe. 
C’est encore une fois le cas douteux. 

Cette théorie ne suppose pas la continuité des dérivées se- 
condes ni même leur existence aux environs du point (a, b). 

Remarque. — C’est uniquement pour rendre la discussion 
plus claire qu'on a remplacé h et k par rsina et rcosa, mais 
cette substitution n’est pas nécessaire. Le raisonnement peut 
se faire directement sur le trinome 


AkR+2BRhk-+HCk!, 


c'est-à-dire sur l’ensemble des termes du second ordre de la 
formule de Taylor, et les résultats obtenus peuvent se résumer 
comme il suit : 

1° Il n’y à ni maximé ni minimé si les racines de ce trinome 
sont réelles et inégales ; 

2° I1 y à extrémé si les racines sont imaginaires : maximé si 
À est < 0, minimé si À est > 0 ; 

3° Doute, si les racines sont égales. 

Pour trancher le cas douteux, il faut faire intervenir des 
termes d'ordre plus élevé, maïs la discussion générale est assez 
difficile et ne peut trouver place ici. 


16'{. Fonctions de plusieurs variables. — Une méthode semblable 
s’applique aux fonctions de trois et d’un plus grand nombre de 
variables. Pour que f(x, y, z) soit extrémée au point (a, b, c), il 
faut, dans l'hypothèse la différentiabilité, que ses trois dérivées 
partielles f,, f,, {, S’annulent en ce point, ou, ce qui revient 
au même, que sa différentielle totale df soit identiquement 
nulle. En exprimant que ces conditions sont satisfaites, on ob- 
tient un système d'équations simultanées dont les solutions 
peuvent fournir des extrémés. Pour s’en assurer, on remplace 
x, ÿ, 3 para+h,b+k,c+Tletlon calcule d?f, c’est-à-dire 
l’ensemble des termes du 2° ordre en h, k, 1. Ce sera un poly- 
nome homogène du second degré, qui devra avoir un signe 
unique. On le transforme donc en une somme algébrique de 
carrés : 1° Si tous ces carrés ne sont pas de même signe, il n’y 
a pas d’extrémé ; 2° s’ils sont tous de même signe, il y a 
minimé s’ils sont positifs et maximé s’ils sont négatifs, pourvu 
qu'ils ne puissents’annuler en même tempsque pour h = k=1—=0; 
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3° si tous les carrés sont de même signe mais peuvent s’annuler 
ensemble, le doute subsiste. 


168. Problème. — Trouver la plus courte distance de deux 
droites À et B de l'espace. 

Soient à;, &, a les coordonnées d’un point a de la droite A, 
et «,, %, à, les cosinus directeurs de cette droite ; les coordon- 
nées x, y, 3 d’un point quelconque de cette même droite peu- 
vent s'exprimer au moyen d’une variable indépendante u par 
les formules : 

(A) EN A 

Œ Œo 3 


11 


De mêmes, les coordonnées Ë, n, € d’un point quelconque de 
la droite B s’exprimeront en fonction d’une seconde variable 
indépendante v par les formules : 


(B) Rte er PE Sn ou 


B: m2 3 


où b,, b,, b; sont les coordonnées d’un point b et f,, f,, $, les 
cosinus directeurs de la droite B. 

Soit à la distance de deux points (x, y, 2) et (£, n, &) pris sur 
chacune des droites A et B. On a 


(1) (Ex) En NRC) 
C’est une fonction de u et de v en vertu des équations (A) et 
(B) et il faut en chercher le minimé. Pour cela, il faut annuler 
ses deux dérivées partielles. En se servant des relations : 


E—x= fu —au E (b1 — a), 
(2) bre 4 0 Peu — œu + (D: — a), 
| C— 3 — Bu — au + (b3 — à); 


et en appliquant la règle de dérivation des fonctions de fonc- 


tions, on trouve ainsi 


(3) | IT LE x) + (nya + G— 2) @ = 0, 
{ 
ÿ2 
EU Ex) Bi + (n — y) Be + G— 2) Bi = ; 


Ces équations sont susceptibles d’une interprétation géomé- 
trique immédiate. En effet, désignons par 7,, t,, 7; les cosinus 
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directeurs de la plus courte distance à des deux droites ; on a 
(4) ÉENX — 07, n — Y — 0m, C—z= 0; 
et les équations (3) peuvent s’écrire 


| Tdi + Tode + Tads == 0, 
( TDi + Too + Tes = 0. 

Elles expriment donc que la plus courte distance est une per-- 
pendiculaire commune aux deux droites A et B. Les cosinus 


(5) 


directeurs de la plus courte distance sont fournis par ces der- 
nières équations. En effet, si l’on pose, en abrégé, 


(6) T, = CAP art LASER T, = CAR æÿ aPge Ty, — CHE sie d2P,; 


il vient 
T 1 te I 


(r) a 
TT 1 he Le ITS À SEULE 


La valeur de la plus courte distance elle-même s’en déduit 
aussi ; Car, en additionnant les équations (4) multipliées respec- 
tivement par T,, Te, Te, 1l Vient 

DT (—x) +Trn—y) +73(C—3); 
puis, en remplaçant les parenthèses par leurs valeurs (2) et en 
tenant compte des équations (5) et (7), on trouve 
(8) Ô — T] (b, — a;) _ To (b, — à;) -L T3 (b; — à;) 
E (ba) F4 (OZ Pre) + Ts (D; — as) 
NID IEPNTS END 

Enfin, il reste encore à trouver les valeurs de x et de v cor- 

respondant aux extrémités de la plus courte distance. Pour 


cela, on remplace dans les équations (3) les parenthèses par les 
valeurs (2) et l’on trouve, par les propriétés des cosinus direc- 


teurs d’une droite, les deux équations suivantes : 


2 
( = u — 0 COS (À, B) — p —0, 

@) 1 Où* 
| de = u COS (A, B)— 0 — q = 0, 


où l’on a posé, en abrégé, 


(rue (bi — a) + (Ds — à) à + (ls — as) 43, 
q = (bi; — ai) fn + (be — à) Po + (ds — a3) 3. 
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On en tire 
(10) u — p — q cos (A, B) p cos (A, B)— q 


sin (A,B) PT dt n’(A,B) 


ce qui achève la solution du problème. 


Remarque. — On vérifie facilement que la solution précé- 
dente satisfait aux conditions analytiques d’un minimé. En 
effet, on tire des équations (9) 


2 2 h?2 
se pr ire — 2 cos (A, B), Le 2 


Donc la quantité représentée par AC — B° dans la théorie 
générale est égale à 4 sin? (A, B). Elle est positive, et il y a 
minimé parce que la quantité À est positive. 


EXERCICES. 


1. f(x, ) = 45 y — 9xy + 27. 
R.Une solution :x7— 3, y — 3 (minimé). 


2. f(4, 3) = 44 + 4 — 24? + 447 — 2ÿ?. 
R. Trois solutions : # = + V2, y = — 1/2 (minimé) ; #= — 1/2, y — 
+ V2 (minimé) ; # — 0, y — 0 (pas d’extrémé). 


3. f(x, 3) = 4? — 22ÿ? + yt — 95. 

R. Une solution : # — 0, y — 0 (cas douteux). Comme la fonction 
peut se mettre sous la forme (#4 — y?)? — y°, on voit facilement qu'il 
n’y a pas d’extrémé. 

On remarquera que cependant la fonction f(#{, kt) de { seul est 
maximée pour { = 0 quels que soient les coefficients # et 4. Cet exemple 
prouve donc, contrairement à l’affirmation de certains auteurs, que 
l'existence d’un extrémé de f(a + ht, b + hf) pour { — 0-quels que soient 
À et À, n'entraîne pas l'existence d’un extrémé de f(x, y) au point (a, b). 


4. Etant donné un triangle, trouver dans le plan du triangle un 
point O tel que la somme des carrés de ses distances aux trois som- 
mets soit minimée. | 

R. Soient (a:, bi), (4, b2), (as, b3) les coordonnées rectangulaires des 
trois sommets, (x, y) celles du point O. On trouve 


$# = 41 -+ 42 + A3, 3 y = bi + be + bs. 
Le point © est le centre de gravité du triangle. 


5. Etant donné un triangle, trouver dans le plan de ce triangle un 
point O tel que la somme de ses distances aux trois sommets soit 
minimée. 

R. Conservant les notations précédentes, il faut minimer 
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FU, y) =E NV (ra) + (y —6,) H=7T,2,9) 


Soient 71, 72, r3 les droites joignant le point O aux trois sommets, 
et 0,, 0,, 0, leurs angles avec l’axe des #. On a, si les dérivées partielles 
s'annulent, 


QU = cos h, + cos 9, + cos 0, — 0. 
0x 

L’axe des v étant quelconque, on en conclut que les trois droites 
V1, 72, 73 font entre elles le même angle. Le minimé a lieu au point où 
les trois côtés du. triangle sont vus sous le même angle (1200). Ce 
point est facile à construire si les trois angles du triangle sont < 1200. 
Mais si l’un des angles, À par exemple, est > 1209, ce point n'existe 
plus. On montrera que, dans ce cas, le minimé a lieu quand le point O 
vient coïncider avec le sommet À du triangle. C’est un exemple remar- 
quable où l’extrémé correspond à un point de discontinuité des 
dérivées. 


CHAPITRE IV. 


Fonctions implicites. Changement de variables. 


$S 1. Théorèmes d’existences. 


Les fonctions implicites sont celles qui sont définies par des 
équations non résolues. Nous commencerons par démontrer les 
théorèmes fondamentaux sur les conditions d’existence de ces 
fonctions. Il en résultera que les équations différentiables ne 
définissent que des fonctions différentiables. 


169. Théorème I. — Soit F(u, x, y,..) une fonction continue 
des variables u, x, y, Supposons qu'en un point particulier 
M (u,, a, b,...), la fonction F soit : 1° nulle, 2° différentiable, 
3° douée d’une dérivée F}, non nulle. Alors il existe au moins 
une fonction u = (x, y,.…) qui se réduit à u, au point 
(a, b,...) et qui, dans son voisinage, satisfait identiquement à 
l'équation 

OR = (Le 
enfin toute fonction u qui possède ces deux propriétés est diffé- 
rentiable (donc continue) en ce même point (Youxa). 

11 suffira de considérer trois variables u, x, y. Puisque F est 
nulle au point M et que F}, ne l’est pas, on peut d’abord se 
donner un à positif assez petit pour que 


F(u, —, a, b) et F(u, + à, a, b) 


soient de signes contraires, car F est une fonction croissante ou 
décroissante de u au point u,. Ensuite, puisque F est continue, 
on peut se donner un à' positif assez petit pour que les quantités, 
aussi voisines qu’on veut des précédentes, 


F(uo—0, x, y) et  F(u,—à, x, Y) 


soient aussi de signes contraires sous la condition que | X—a 
et | y —b | soient < à!. 
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Ceci fait, donnons nous un système quelconque x, y entre 
ces limites ; F(u, x, y) est une fonction continue de u qui 
change de signe entre u, — à et u, + à et s’annule, par consé- 
quent, dans cet intervalle. Soit u — v (x, y) la racine (la plus 
grande s’il y en à plusieurs) : ce sera une solution de F —0 se 
réduisant à u, au point (a, b). 

Soient maintenant Au, Ax, Ay les accroissements correspon- 
dants d’une telle fonction u et de x, y à partir du point (a, b). 
Puisque F est différentiable au point (u,, a, b), on a 


NU (Bip + €) Au +(E' + e') Ax + (F°, + e")Ay = 0, 
où les € tendent vers 0 avec les À et peuvent donc être supposés 


aussi petits qu’on veut avec 5 et à’. Nous supposerons à et à" assez 


UT ; à. RES 
petits pour que les € soient < à 1e 


qui n’est pas nul. Alors 


l'équation précédente montre que Au tend vers 0 avec Ax et AY, 
donc que la fonction u est continue au point (a, b). 

Cette équation montre, de plus, que la fonction est différen- 
tiable au point (a, b), car on en tire 


Au — — (Fa+e)Ax+(Fr+e)Ay ay 
: ! 
Fu Fe 
c'est-à-dire 
LS Fe Lu 111 IV 
Au = — 5 Ax ———Ay+e Ax+e AY, 
Uo F Uo. 


où les € tendent encore vers 0 avec les À, donc avec Ax et Ay. 


REMARQUES. — Si F} existe et ne s’annule pas au voisinage 
du point (u,, a, b), la solution u de l'équation F — 0 est unique. 

En effet, s’il y en avait deux u et u', on aurait, contrairement 
à l'hypothèse, pour une valeur U comprise entre u et u', 


0 — F(u, Re pLER UE Ne L = SRE (CURE RXEM) 
se plus, Fest aux environs du point (u,, a, b), 
la fonction u est différentiable au voisinage de (a, b), car la dé- 
monstration précédente s'applique en chaque point (u, x, y). 


170. Théorème II. — Soient n fonctions F,, F,,.. F, des 
m + n variables X, y,... u, v, w,... Supposons qu'en un point 
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MAD, eu un), dlestionctionsME#SoIént 01 nulles, 
2° différentiables, 3° telles que le déterminant 


| OF, OF, 0, 


ou où  o0w 
OF; OF; OF, 
VAN OT O0 Ou 


MNOF, OF, 0F: 
ou dv ow 


ne s'annule pas au point M. Alors il existe au moins un sys- 
tème de fonctions u, v, w,... des m variables x; y,... se réduisant 
à Uo, Vos Do, AU point a, b,... et satisfaisant identiquement aux 
équations F, == 0, F, = 0,... F,— 0 aux environs de ce point. 
Ensuite tout système de fonctions de x, y,... possédant ces deux 
propriétés est différentiable au point (a, b,...). Enfin, si les déri- 
vées partielles qui composent le déterminant J sont des fonctions 
continues de x, y, u, v, w,... au point M, J ne ‘annule pas 
au voisinage de M et le système de ces solutions u, v, W,... est 
unique (JOUNG). 

Ce théorème se réduit au précédent quand il n’y a qu’une 
seule équation. Pour l’établir en général, admettons qu'il ait 
été déjà établi pour n — 1 équations et montrons qu’il subsiste 
pour n. 

Désignons par J,, J,,... J, les mineurs relatifs aux éléments 
de la première colonne de J ; on aura 


0F 0F 
(1) ne ce 


2 OFh 
Qu CT Qu 


Comme J ne s’annule pas au point M, il faut que l'un au 
moins des mineurs ne s’annule pas en ce point et nous pouvons 
supposer que ce soit J,. Dans l’hypothèse où les dérivées sont 
continues au point M, J, ne s’annulera pas non plus dans les 
environs de ce point. 

Or le théorème est supposé s'appliquer pour (n—1) équa- 
tions. Donc, J, étant différent de zéro, il existe un système 
(unique dans la dernière hypothèse) de (n — 1) fonctions : 


(2) v—=V(x, y, u), RENOM 5e 1), 


de m + 1 variables indépendantes X, y,.. u, se réduisant à 
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Voy Wo,... au point (a, b,... u,), différentiables en ce point et satis- 
faisant identiquement aux n — 1 équations : 


(8) -F, (x, Vu, VW) 022,200 AU NAN ER 
Si l’on substitue ces fonctions dans la relation F, æ 0 qui 
reste seule à vérifier, elle devient 
(4) FC VA, NV IW 7) == DR AL) 


En vertu du théorème I, il existe au moins une fonction u des 
m variables x, y, se réduisant à u, au point à, b,... satisfai- 
sant à l'équation précédente dans le voisinage de ce Re et 


® 
différentiable, pourvu que 2 ne s’annule pas en ce point. 


Mais cette condition est réalisée. En effet, on à 


0b_ OF, , OF OV, OF OW 
DU OU MOD OUT OT TT 


Multiplions cette relation par J, et ajoutons membre à mem- 
bre avec les identités ci-dessous, multipliées respectivement 
par J,, J,,..., identités qui s’obtiennent en dérivant par rapport 
à u les relations va 5 


OF, OV , OF, # 
ES dw FRS “5 


0F; ONE 0F; se 
dv du dw du | 


0 = 


2 


11 viendra, par l’équation (1) et les propriétés des mineurs 
d’un déterminant, 


® 
=, d’où 2 LA 


J ou 


Donc, puisque J et J, sont différents de zéro, _ l’est aussi. 


Enfin, si les dérivées partielles sont continues au point M, 


la solution u est unique, puisque = ne s’annulera pas non plus 
dans le voisinage du point (a, b,...). 

Si l’on substitue dans les équations (2) la fonction u dont 
l'existence vient d’être établie, on obtient pour u, v, w,... un 
système de fonctions de x, y, qui satisfont à toutes les con- 


ditions requises dans l’énoncé du théorème. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES LEE 


$S 2. Différentiation des fonctions implicites. 


171. Les fonctions implicites sont cellés qui sont définies 
par des équations non résolues. Dans le paragraphe précédent, 
on à indiqué sous quelles conditions on peut s’assurer de l’exis- 
tence de ces fonctions et l’on à montré que les équations diffé- 
rentiables définissent des fonctions défférentiables. Ceci admis, 
la détermination des dérivées et des différentielles des fonctions 
implicites se fait, sans aucune difficulté et par une méthode 
uniforme, en différentiant totalement les équations qui définis- 
sent les fonctions. 


172. Dérivées et différentielles du 1‘ ordre. — 1° Considérons 
d’abord la fonction implicite y d’une seule variable x, définie 
par une équation différentiable unique 


(x, V) = 0: 
Différentions totalement cette équation (n° 161), il vient 
OF OF 
— dx + =— dy = 0, 
ox 12 y + 
d’où nous tirons, pourvu que F, ne soit pas nul, 
F% à dy K* 
D Re Dares 


ce qui fait connaître la dérivée et la différentielle de y au moyen 
des dérivées partielles de F. 

On peut aussi obtenir la dérivée de y sans passer par la diffé- 
rentielle. On observe que F (x, y) est une fonction composée 
de x qui demeure constante quand on y remplace y par sa valeur 
© (x) tirée de l’équation F — 0. Donc sa dérivée sera nulle, et il 
vient, par la règle du n° 160, 

OF 0Fdy 
OX AUVATX 


’ 


, 0 \ . . d « 0 . . 
équation d’où l’on tire aussi _ Quand on opère ainsi, on dit 
souvent que l’on dérive totalement l'équation proposée par rap- 
port à x. 

2° Soit maintenant u une fonction implicite des variables 
indépendantes x, y,.…, définie par l’équation différentiable 


HT su) — 0. 
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I1 vient, en différentiant, 


ÔF 
a dx + dy ++ SE du = 0; 


et l’on en tire l’expression de la différentielle totale 


__F-dx+F, dy +. 


F 


(7 


du — 


nxr a! ‘ 
pourvu que F’, ne soit pas nul. 
Les dérivées partielles de u sont les coefficients de dx, de 


TASER 
Ou _ Fe Où. Fr 
DRE EEE D Y NME EURE 


u 


D'ailleurs ces valeurs s’obtiennent par le même calcul que 
dans le premier cas, en considérant toutes les variables indé- 
pendantes sauf une comme constantes, et u comme fonction 
d’une seule variable. 

3° Considérons maintenant m fonctions implicites u, 0, 
d’une seule variable indépendante x, définies par m équations : 


( F;(x, u, v,...) —0 


1 
() (LD 20) 
I1 vient, en différentiant totalement ces m équations, 
4 OF; OF; OF: 
(2) (ed + God + Go CRD PER 
| ({ = 1,2,... M) 


Soit J le déterminant des coefficients de du, dv;..., à savoir 
OF, OF, 
ou ov 
= | 0F, 0F, 
ou ôv 


Si J n’est pas nul, on tire des équations (2) les valeurs de du, 
de dv, sous forme de fractions ayant pour dénominateur com- 
mun J. En divisant par dx, on trouve les dérivées. D'ailleurs 
ces dérivées peuvent aussi s’obtenir, sans passer par les diffé- 
rentielles, en dérivant totalement les équations (1) par rapport 
à x, ce quirevient à diviser les équations (2) par dx. 

4° Passons enfin au cas général. Soient m fonctions implicites 
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u, v,.... de n variables indépendantes x, y,.., définies par m 
équations simultanées : 


(| Hi (x y, u, D...) = 0 


1 
o | (= 1, 2,... Im) 
En différentiant totalement ces équations, il vient 
OF; OF; OF; OF, 
LÉ D u 7 DRE a +. = 0 
(2) 0x Ha ÔY CORTE ou GER Ov dure 
( C2 nt) 


Soit, comme dans le cas précédent, J le déterminant des 
coefficients de du, dv, Si J n’est pas nul, on résout les équa- 
tions (2) par rapport à du, du, On obtient ces différentielles 
sous forme.de fractions ayant J pour dénominateur commun et 
dont les numérateurs sont linéaires par rapport à dx, dy, 
Les dérivées partielles d’une des fonctions sont respectivement 
les coefficients de dx, de dy, dans sa différentielle. Elles 
s'expriment donc rationnellement au moyen des dérivées par- 
tielles des fonctions F; par rapport aux variables x, y,...u, 0... 
et elles ont J pour dénominateur commun. On peut aussi les 
obtenir directement, comme dans le cas précédent, en considé- 
rant u, U,... comme fonction de x seul, de y seul, etc. 


173. Dérivées et différentielles successives. — Les dérivées et les 
différentielles du deuxième ordre, du troisième, etc... s’obtien- 
nent par l'application des mêmes principes, en différentiant ou 
en dérivant totalement deux fois, trois fois... l'équation ou les 
équations proposées toujours'supposées différentiables. Aucune 
notion nouvelle ne s’introduit, mais il faut observer que, dans 
ces différentiations successives, les différentielles premières des 
variables indépendantes doivent être traitées comme des con- 
stantes, tandis que les différentielles des fonctions sont elles 
mêmes des fonctions ayant des différentielles successives que 
l’on désigne par les caractéristiques d, d?,.. dt et qui sont 
précisément les inconnues que l’on cherche. 

Soit d’abord à déterminer les dérivées successives d’une fonc- 
tion y de x, définie par une seule équation F (x, y) = 0. On a, 
en dérivant successivement, 
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OF  0Fdy 
ox oy dx 
F PF dy ,®F/dyŸ, dŒdy _, 


ox? ? 0x0y dx an dy?\dx ” dx? 


La première équation donne Dy, la deuxième D?y après 
qu'on a remplacé Dy par sa valeur, la troisième D'y après 
avoir remplacé Dy et D?y par leurs valeurs, et ainsi de suite. 

Pasons enfin au cas général où m fonctions u, v,... des n 
variables indépendantes x, y... sont définies par le système de 
m équations : | 


FC, V UD NEO RTS TE 


En différentiant de proche en proche, on en tire les systèmes 
successifs : 


OL AU LODTRIRUS Jr. 
Cd + dre + du+ du +… )Fi=0, 


Ô 
LE pute dune .Jri+$ FE deu + D dé + … = 


ox 


Le premier système donne du, du, Portant ces valeurs dans 
le système suivant, on en déduit d'u, d’v,... et ainsi de suite. 
On a chaque fois à résoudre un système d’équations linéaires : 
les inconnues sont du, dv, dans le premier ; d’u, d?v,... dans 
le second, etc... On remarquera que Ile déterminant des coeffi- 
cients des inconnues est, dans tous ces systèmes, le même dé- 
terminant J supposé différent de 0. 

Les dérivées partielles d'ordre p des fonctions u,... s’obtien- 
nent encore, par le principe du n° 157, en identifiant la valeur 
obtenue pour d?u avec l’expression générale de cette différen- 


tielle 
0 


d? u — (as Ho ol ... Ja 
On peut aussi déterminer ces dérivées par des dérivations 
totales successives effectuées sur les équations proposées par 
rapport à chacune des variables indépendantes, mais le procédé 
par différentiations totales successives sera généralement plus 
pratique. 
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EXERCICES. 


1. Calculer les dérivées successives de la fonction y de x définie par 
l'équation 
Log Vx? + y? = arc te” 


CARD A FAO 
DUT on à ss St 02 3. 
dx x—7y dx (x — y} 


2. Dérivées successives des fonctions y et z de x définies par les deux 
équations 
x +y +20, HENRI 0€, 
dy _3—x dy  3b?— a 
dx y—z3 dx?  (2—y} 


3. Différentielles totales et dérivées partielles de la fonction z des 
variables x et y définie par l’équation 


ET CCE 
c? y 
UE dx? Re dy? 
dis — ll. 3 re + dxdy + (+ : , & 


4. Différentielles totales et dérivées partielles des fonctions z et « de x 
et y définies par deux équations 


x+y+z<+u—=a, AH LE Lu — 


in U ? e* u — Z pe. 


Rx 


5. Etant données deux équations entre quatre variables x. y. #, v, on 
peut considérer #, v comme fonctions de *, y ou #, y comme fonctions 
de , v. Les dérivées partielles de #, v dans la première hypothèse, 
celles de x, y dans la seconde, vérifient les équations 


Ou ds, do 0, dy, dd 
DDR DE u R NOE On Or. du tour! 


et deux autres analogues qu’on obtient en permutant x et y dans les 
précédentes. 


S 8. Extrémés liés. 
174. Extrémés liés d'une fonction explicite de deux variables. — 


Soit f(x, y) une fonction différentiable de deux variables x et y 
liées entre elles par une équation différentiable 


E (x, y)= 0 
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en sorte que f ne dépend en réalité que d’une seule variable, 
par exemple x. Il s'agit de déterminer ses maximés et ses mi- 
nimés. Ceux-ci sont ce qu’on appelle des maximés ou des mi- 
nimés liés. 

En supposant toujours satisfaites les conditions d’existence 
et de continuité, on est donc conduit à annuler la dérivée totale 
de f(x, y), y étant considérée comme fonction de x. D'autre 
part, y' s’obtient en dérivant l'équation F(x, y) = 0. On trouve 
ainsi les deux équations : 


qi ne, es Fr) ee 
x op ed ECO 
d’où l’on tire, en éliminant y, 
OF OF Of OF _ 
Jx0y 0dy0ox 


Cette équation, combinée avec F = 0, donnera les systèmes 
de valeurs de x, y pour lesquels f peut être extrémée. La véri- 
fication pourra se faire au moyen du signe d?f. 


175. Cas général. — Supposons que l’on cherche les maximés 
et les minimés d’une fonction différentiable, f(x, y,.., u, v,..….), 
de m + n variables liées entre elles par n équations indépen- 
dantes et différentiables : 


(1) FSC RU AUS) EU NME (TER 2 2 0) 


de sorte que f ne dépend en réalité que de m variables indépen- 
dantes, par exemple x, A Laïissant de côté les cas de discon- 
tinuité, toutsystème de valeurs de ces m variables qui extrèmera 
f devra annuler sa différentielle totale (n° 167). D'autre part, 
les équations (1) peuvent être différentiées totalement. On est 
donc conduit à poser le système de (n + 1) équations : 


LEE Las old 
OF; Se LE 

| OX dy + + du + … 

\ (=T, <. n) 


Entre celles-ci, on peut éliminer les différentielles du, du, 
des n variables indépendantes. L’équation résultante sera de la 


forme 
Mdx + Ndy + .…. = 


EXTRÉMÉS LIÉS Es e 


et, comme elle ne renferme plus que les m différentielles arbi- 
traires, elle se décompose en m autres : 


M=0,; N—0,…. 


qui, jointes aux n équations (1), constituent un système de 
(m + n) équations simultanées entre les (m + n) inconnues 
Re CRAN EL EPA résolvant ces équations, on trouve les sys- 
tèmes de valeurs des inconnues qui peuvent extrémer f. Il 
restera à discuter ces valeurs au moyen du signe de d?f ou 
par toute autre méthode, cette discussion étant généralement 
très compliquée. | 


176. Méthode des multiplicateurs de Lagrange. — l'élimination 
des différentielles entre les équations (2) du numéro précédent 
se fait généralement de la manière la plus commode par la 
méthode des multiplicateurs, qui introduit plus de symétrie 
dans les calculs. On multiplie respectivement les équations (2), 
hormis la première, par des facteurs à déterminer À,, À, Am 
puis on additionne toutes ces équations (2) membre à membre. 
On trouve un résultat de la forme 


Adx + Bdy + .. + PT an (), 


On imagine que l’on dispose des m facteurs arbitrairs À de 
manière à faire évanouir dans cette équation les coefficients P,... 
des m différentielles du, qui ne sont pas indépendantes. Alors 
il ne reste plus dans l’équation que les différentielles arbitraires, 
de sorte que les autres coefficients doivent également s’annuler. 
On est ainsi conduit à annuler les coefficients A, B,... P,... de 
toutes les différentielles, ce qui fournit m + n équations : 


| SR PR NS SE CAT 


TEA _ A ou NE 


(3) 


7 

Les systèmes (1) et (3) renferment en tout 2m + n équations, 

qui serviront à déterminer les valeurs des m + n variables x, 
y... u,... et des m facteurs inconnus À, A9, Âme 


REMARQUE I. Le système (3) est le mème que celui que l’on 
12 
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forme en cherchant les extrémés libres de la fonction ®, définie 
par l’équation 


P=f+h Fi + Fe + ln Fm 


et dans laquelle on considère x, y, u,... comme des variables 
indépendantes et À., À,,... À Comme des constantes. 


REMARQUE IT. — La considération de la fonction ® est aussi 
commode pour la discussion du signe de d?f. En effet, l'équation 
D — fest une conséquence des équations (1) ; on a, en vertu 
des mêmes équations, d?f — d’® et aussi 


dP=Œf+X EF, +... +LX,dEh. 


Remplacons dans le second membre les différentielles se- 
condes de f, F,,... par leurs expressions générales telles que 


Ô 


dE = (Æ dx ++ À du + - F4 du + 


Les termes en d'u, dv... disparaitront en vertu des équa- 
tions (3) et il restera 


Ô De 2 
D'ÉREE 4 = TE. . prenne .…. 
df= de = (5 ds +. + du + JE 


On peut donc remplacer d?f par d’®, qui se calcule comme si 
les variables étaient indépendantes et les À constants. Bien en- 
tendu, pour la discution du signe de d?f, il faudra peut-être 
encore éliminer les différentielles premières du, des variables 
dépendantes, mais l'introduction de ® à eu pour avantage 
d'éliminer immédiatement leurs différentielles secondes. 


EXERCICES. 


1. Trouver la route que doit suivre un rayon lumineux pour aller 
d'un point À à un point B dans le moindre temps possible. Ces points 
sont situés dans deux milieux distincts où les vitesses de la lumière 
sont respectivement # et v. On suppose plane la surface de séparation 
des deux milieux. 

R. On voit de suite que cette route est dans le plan mené par A et 
B normalement à la surface de séparation. Soient a et b les distances 
de À et de B au plan de séparation, x et y les angles respectifs du 
rayon incident et du rayon réfracté avec la normale à ce plan. La 
fonction qui doit être minimée est 

Ha D= + 


1H COS X Ÿ COS y 
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avec la condition 
a te x + b tg y = const. 


On trouve sin x : sin y = 4: v. 
2. Plus courte distance d’un point à un plan. 


3. Triangle de périmètre minimé inscrit dans un triangle donné. 
R. C’est le triangle formé en joignant les pieds des trois hauteurs. 


4. Déterminer les axes de la section faite dans un ellipsoïde par un 


plan. 
R. Soient, en coordonnées rectangulaires, 


2 
Se Ro lx + my + nz = 0, 


les équations de l’ellipsoïde et du plan. On doit extrémer la fonction 
r? — x? ES Jr 5, 


les variables étant liées par les équations précédentes. 
La méthode des multiplicateurs donne 


oh —=0. 


x+i a +0, y+h2 Re D 


On en tire 


nn (GE) ()(r)] 


Les carrés r? des demi-axes de la section sont les deux racines de 
l'équation 


QUI M à ALU ep 
5. Même problème pour la surface d'élasticité 
(42 + y? + 22) — a2x? + by? + c222, 
R. On trouve, pour déterminer les extrémés de y, l’équation 


l2 m° n? 
+ = 0. 


He Gr 0 Or 


6. Déterminer les axes de la conique qui a pour équation en coor- 
données obliques 


Az? + 2 Bxy + Cy? — 
R. Soit  l’angle des axes. Il faut extrémer 

F2 = x? + y? + 2xy cos (. 
La méthode des multiplicateurs donne 


Ax + By=)(x+ycos0), Bxr+Cy = àù(y+ x cos h). 
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D'où A7? = H et les valeurs de À sont les racines de l’équation 
AS CAB Co 
7. Problème analogue pour une surface du second degré. 


8. Partager le nombre positif & en trois parties x, y, z, telles que 
f = x" y1 z2 soit maximée (», #, p étant Pi 
* z 
R. On trouve facilement est — ——, Le caractère d’un 


ni h ts 


maximé se vérifie immédiatement car on a, pour ces valeurs de x, y, z, 


af =—("E ndy? Le V< “ 


x? y? 


S 4. Changement de variables. 


Il arrive fréquemment que l’on doive transformer les expres- 
sions différentielles en substituant de nouvelles variables aux 
anciennes. Ces calculs se font par l’application des règles géné- 
rales de différentiation. Mais il peut être utile d'indiquer un 
procédé systématique pour effectuer les transformations les 
plus usuelles. Nous commencerons par résoudre une question 


préalable. 


177. Dérivées successives d’une fonction par rapport à une autre 
fonction. — Jusqu'ici, pour calculer les dérivées successives de 
y par rapport à x, on à considéré x comme la variable indé- 
pendante et supposé dx constant, auquel cas, 


dy  RAREUET dy 


La 


De y x Dz7 —= RE CD eV — Tr 


La première formule subsiste, même si x est une fonction 
(n° 95, V), mais il n’en est plus ainsi des suivantes qui suppo- 
sent dx constant (n° 117). Pour calculer les dérivées succes- 
sives de y par rapport à x au moyen des différentielles succes- 
sives de ces deux variables, sans choisir x comme variable 
indépendante, il suffit d'appliquer successivement la première 
formule en observant les règles générales de différentiation. 
On trouve de proche en proche 
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d 
[Der =, 
® 
(1) De dD>y _ dy _dxdy—dydx 
w dx dx dx? É 
D: d.Déy  dx(dxdy—dydx)}—3dx(dxd?y—dyd?x) 
VÉRÉMAGNINT EE SR PETET ET | 


et ainsi de suite. La loi générale est assez compliquée. 

Soit maintenant t la variable indépendante. Proposons-nous 
d'exprimer les dérivées successives de y par rapport à x au 
moyen des dérivées successives de x et de y par rapport à é. 
En désignant par des accents les dérivées par rapport à t, on à 

dx x'At dx =x dt dx=x!" dt... 
TOR EN EE AT EL =. 

Substituons ces valeurs dans les formules (1), dt disparait 
du résultat, car les seconds membres sont homogènes et de 
degré 0 par rapport aux indices de différentiation. Il vient donc 

Yi 
DzYy Fe x'? 
| x'y"! y'a! 
EE 
x 
4 AU ! QE) 


M CN Re CRU ja) 
\ X 


L 


1'78. Fonctions d’une seule variable. — Soient y une fonction de 
la variable indépendante x, et 


sr OT 
(3) V = f(x, y, FFE ds.) 


une expression renfermant x, y et les dérivées de y par rapport 
à x jusqu’à un certain ordre. La transformation de cette expres- 
sion par un changement de variable donne lieu à deux pro- 


blèmes principaux : 
1° Changement de la variable indépendante. Etant donnée 


une relation 

(4) x = p(t) 
entre x et une nouvelle variable {, on choisit { comme variable 
indépendante au lieu de x. Il s’agit d'introduire t au lieu de x 
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dans V et, par suite, les dérivées de y par rapport à £{ au lieu 
des dérivées par rapport à x. 

Ce problème peut être résolu au moyen des formules (2), où 
l'on trouve les valeurs des dérivées de y par rapport à x en 
fonctions des dérivées x', x", y', y!" de x et de y par rapport 
à t. On substitue ces valeurs dans V, et l’on remplace x, x", 
x! par leurs expressions o (t), w' (t), "(t),... tirées de (4), le 
problème sera résolu. 

2° Le deuxième probléme est celui du changement de toutes 
les variables. Etant données deux équations 


IC D) ED FFC PU) 


entre x, y et deux nouvelles variables {, u, on demande d’ex- 
primer V au moyen de {, u et des dérivées de u par rapport à t. 
Dérivons totalement les équations données par rapport à t, en 
considérant x, y, uw comme des fonctions de { prise comme 
variable indépendante. Nous en tirons de proche en proche 
(n° r73) les valeurs des dérivées x’, y',x"!,y'',.. de x et y par rap- 
port à t en fonction de x, y,u,u', u!',.… Substituons ces valeurs 
dans les équations (2), nous obtenons des expressions de D, y, 
Dy,.. que nous porterons dans V. Il ne restera plus qu’à 
éliminer x, y au moyen des équations F = 0 et F;, = 0. Le pro- 
blème sera résolu. 

Ce cas se présente lorsque, une grandeur géométrique étant 
exprimée en coordonnées rectangulaires x et y par une expres- 
sion telle que V, on veut la transformer en coordonnées polaires 
r et 0 par les relations 


x == r cos 8, Ven Sn) 
Les accents désignant des dérivées par rapport à 0, on a 


X!'= r cos 0 —rsin 6, y'=r'sin8 +rcosi, 


x!!'= r''cos0—2r'sin8—rcos8, y"—r''sin6 + 2r'cos0 — rsin8 


et les relations (2) deviennent 


- 


r'sin6+rcosA De 1 +or2— rr!! 
_ r'cos 8 —r sin f? **  (r'cos0—rsin6} 


Dry etc. 


Substituant ces valeurs de x, y, D;y.... dans V, on aura 
résolu la question. 
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1°79. Fonctions de plusieurs variables. — Nous supposerons, 
pour abréger, qu’il n’y ait que deux variables indépendantes, 
mais la méthode sera générale. Soit H une fonction des deux 
variables indépendantes x et y, et 


(5) NE CX et ges QE Ge 
DXEOTAMRONS 

une expression renfermant les variables et les dérivées par- 
tielles de H jusqu’à un certain ordre. Comme dans le cas pré- 
cédent, la transformation de cette expression par un changement 
de variables donne lieu à deux problèmes principaux : 

1° Changement des variables indépendantes. On donne deux 
relations entre x, y et deux nouvelles variables u, v : 


(6) RCA RD) =; RAA AI ND)E=:0: 


On choisit u, v comme variables indépendantes au lieu de x, y 
et l’on demande d'introduire u, v au lieu de x, y dans V et, 
par suite, les dérivées de H par rapport à u, v, au lieu de celles 
par rapport à x, y. 

I1 faut d’abord exprimer les dérivées partielles de H par rap- 
port à x, y en fonction des dérivées par rapport à u, v. On y 
arrive comme il suit : Prenant x, y comme variables indépen- 
dantes, on différentie successivement les équations données 
F,—=0etF, — 0, On en déduit, de proche en proche (n° 173), 
les valeurs de du, dv, d’u, d’v,.,. en fonction de x, y, u, v, dx 
et dy. Portant ces valeurs dans les expressions suivantes des 
différentielles de H (n° 156) : 


/ au = du + À do, 


ou 
OH 


(7) À 9 ) DEL : 
d’'H — (ie du + 3 de )'H | HF d'u -|- So dv 


on trouve, en réduisant, 


{ dH = p dx + q dy, 
(8) HE QuUx EE 2 Ss dx dy tdy?, 


Où p, q, r, S, t,.. renferment x, y, u, v et les dérivées de H par 
rapport à u, v. Les variables x, y étant indépendantes, on en 
conclut (n° 157) 
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_. Ce sont les expressions des dérivées partielles qu’on se pr'o- 
posait d'obtenir. On porte ces valeurs dans V et on élimine, s’il 
y à lieu, x, y par les équations (6). Le problème sera résolu. 
2° Changement de toutes les variables. On donne trois rela- 
tions : 

(DRE (PRE AL 0 RUES NPA UE F:—10; 
entre x, y, H et trois nouvelles variables u, vu, K. On demande 
d'exprimer V en fonction de u, v, K et des dérivées partielles 
de K considérée comme fonction de u, v. AUS 

Choisissant x, y comme variables indépendantes, on diffé- 
rentie totalement les trois équations données et on en tire, de 
proche en proche, les valeurs des différentielles successives de 
u, v, K en fonctions des différentielles de x, y, H. Les ditfé- 
rentielles de K en particulier, sont de la forme 


; dK = A dx + B dy + C dM, 
(10) | ŒK = D dx? +... + E d'A? + F ®H, 
où À, B, C, D,... sont des fonctions connues de x, j°, H, u, v, K. 
D'autre part, portons les valeurs analogues trouvées pour 
du, dv, d'u, d’v,... dans les formules générales : 


déres .. GS _- KP 


an) | Re (2 du + — 0 do ŸK 4 du + ss dv 
fè ou ov Ôv Ù 
k : : ; , : 
il viendra, en réduisant, 
dk SUN D Pare 
(12) d'K = Q dx? +... + R dH? + S &H, 
où M, N, P, Q,... contiennent linéairement les dérivées par-- 
tielles de K par rapport à u,v. | 
En égalant les valeurs (10) et (12) de dK, d’K,.. il vient 
(M — A) dx + (N — B) dy + (P — C) dH = 0, 
(Q — D) dx? + + (R — E) dH° + (S — F) ®H = 0, 


, L L L LE L2 L] 
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La première équation donne dH. Portant cette valeur dans 
la suivante, on en tire d’H, et ainsi de suite. Les résultats sont 


“ 


de la forme | 
d'A = p dx + q dy, 
dH = rdx° +2sdx dy + l'dy*, 


Où p, q, r,.…. sont des fonctions rationnelles connues des déri- 
vées de K par rapport à u et », On conclut de ces relations 
OH OH OH 
ee Pr 1 Fe — 0, As D RCE 
On portera ces valeurs dans V.On éliminera, s’il Via Ie te 
H par les relations F, = F, = F, — 0. Le problème sera résolu. 


180. Premier exemple. — Soit H une fonction de deux variables, x, v. 
On demande de transformer l'expression 
UE EU 
(13) Me seche. 
| 0x 0y° 
par les formules de transformation des coordonnées rectangulaires en coordon- 
nées polaires dans le plan : 


(14) LH COS VU, y= #4 Sin 7, 


C’est le premier des deux problèmes résolus au numéro précédent. 
Suivant la méthode générale, on différentie les équations données et 
il vient | 

dx == (cos v) du — (sin v) # dv, 
dy — (sin v) du + (cos v) # dv. 

On en tire 

(15) du — COS v dx + sin v dy 
u dv = — Sin v dx + cos v dy 


et, en différentiant de nouveau, 
d'u = (— sin v dx + cos v dy) dv — u dv 


du du -t- u d?v = — (cos v dx + sin v dy) dv — — du du. 


On a donc 
, av 


d'u — u dv?, dv = — 
U.. 


Portant ces valeurs dans le seconde formule (7), elle devient 


DEP OH I 2) ; ee Le) 
d'H =-— du? + ——— | du d ee | d?v: 
Ou! PE Ou Ov 4 Ov MERE à in, h 
I] reste à remplacer du et du par leurs valeurs (15) et à ordonner par 
rapport à dx et dy. La quantité V sera la somme des coefficients de 
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dx? et dy?. Or la somme de ces coefficients est égale à 1 dans le déve- 
loppement de 4u?, à 0 dans celui de du dv et à 1 : #? dans celui de d?. 
On a donc immédiatement 


_®@H., 1 ®H 10H 
(16) NS PC REA 


181. Deuxième exemple. — Soit H une fonction de trois variables 
x, y, 2. Transformer l'expression 


DCR OS CREER 
(17) V= = — + + — 
Ox?  Oy? Oz? 
par les formules de transformation des coordonnées rectangulaires en coordon- 
nées polaires dans l'espace : 


(18) X=USINWCOSV, Y—USINWSINT, Z—4 COS w. 


On simplifie le problème en faisant la transformation en deux fois. 
Posons d’abord # sin w = # et éliminons #, y par les relations 


(19) X—=H1COSY, J—=#H Sin. 
On aura, par la solution du problème précédent, 


OH OH 9H, 10H, 1 0H 


(0) de Type Ou Tu Où | M On 


Eliminons ensuite z et #, par les relations 
(21) Z—=UCOSW, WU —=4SiN W. 


On aura 


0 HO EN O Aa EL DE 
(22) dz 2 AMIE NES TT FAITS n? San 


Ajoutant membre à membre les équations (20) et (22), il vient 
. HR FOSC OEM EEE OL IEEE EI 
ti PORT y? 0 Ou? Fu One Tu Où 
LRCÉSREROE 
2 Ov? U1 Ou 


I] faut encore exprimer il au moyen de #, w par les relations (21). 
U1 


Pour cela, on forme les valeurs suivantes, analogues aux valeurs (15): 
du = cos w dz +- sin w du, udw = — sin w dz + cos w du: ; 
on les substitue dans l'expression 


H=T du + D du 
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et, en cherchant le coefficient de du. on trouve 


ge TE mige A COS w. 
Ou Où” u Ow 


Portant cette valeur dans (23), on a finalement 


ROUEN ie cos # OH\ PS O:EL 
6)R4 + ES u Ou Ow? | sin & Ow ) u?sin?w Ov? 
18. Transformation de Legendre. — Dans certains cas, les rela- 


tions qui lient les nouvelles variables aux anciennes renferment aussi 
leurs dérivées. La transformation de Legendre en est un exemple 
remarquable. Soit z: une fonction de deux variables indépendantes 
x, y. On pose | 


On suppose qu’il n’y ait pas de relation entre f et g et l’on se pro- 
pose d'exprimer les dérivées secondes de z par rapport à x et à y en 
prenant #,g comme nouvelles variables indépendantes, et, comme 
nouvelle fonction, la variable # définie par l'équation 


(1) | u= px + qy — 2. 
En différentiant cette relation et en observant que l’on a 
(2) dz — $p dx + q dy, 
il vient 


du = x dp +7 ag. 


On en conclut, p et g étant indépendants par hypothèse, 


DE Les 
Ôp 079 0q mt À 
puis, en différentiant ces deux relations, 
Pa 
5) = dx, : 


Les différentielles dx et dy étant arbitraires dans ces deux équations, 
on en conclut que le déterminant 
(5) ne Um ae) 
p? 0? op 0g 
est différent de zéro par hypothèse. Par suite, ces deux équations 
peuvent se résoudre par rapport à dp et dg et il vient 


du 1 fou Ou 
D —= HN — © 2 dy) ag H dy TT: dx |. 
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Portant ces valeurs dans la différentielle totale 
d?z = dp dx + dq dy, 


obtenue en différentiant l'équation (2) et en considérant x, y comme 
les variables indépendantes, dx et dy comme constants, on trouve enfin 


2 el du [RS du An 2 
d?3 rl 2 55 da dx dy y + LE dy 
Cette formule résout la question. On en conclut 
5 _ 1 0 ds 1 du Ou _ 1 du 
0x?  H 0g?’ Ox dy  H 0p0q' 0y?  H op? 
EXERCICES. 


1. Exprimer les dérivées de y par rapport à x en fonction des déri- 


… de # par rapport à y. 
Il 112 læll 
æ 3x"? — xx 
RS En PAT ML MS an Rs 275 
æ x " x 


vées x!, x!!, 
, etc. 


2. Transformer, en prenant y comme variable indépendante, l’équa 
dy d'y (2) 0. 
dx de de “E 


R. On trouve x//!— 0. 
3. Transformer, par la relation x = cos é, l'équation 


tion 


d° d 
ER — x + ay = 0. 


R. 4"! + ay = 0. 


4. Transformer, par la relation x — Vi — À, l’équation 


4) 93 2 + — 32) D ay — 0. 


R. L’équation conserve la même forme, # prenant seulement la 
place de x. Donc, si y —# (x) est une première solution de l’équation, 
VE (x —_ x?) en est une autre. 


5. Montrer que l’on a, par les relations x = 7 cos 0, y =7sin 
J 


8 
ne dr? 
(: Log E Cr Fa 
dy sb dr? dr 
4 


ner 2 OS et A AE. 2 
È es an 
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6. Transformer, par les relations # = xy, v = 1 : y, l'équation 


4e me À + GS + x2y?8 = 0. 


R. L’équation conserve la même forme, # prenant seulement la 
place de x et v celle de y. Donc, si z = w (x, y) est une première solu- 


I 
tion, z—9% (+) en estune autre. 


7. Soit H une fonction des trois variables x, y, z. Transformer les 
deux expressions 


0H ee) [0H DH P D ANT 07H 
—_— À; — + 
DU si \dy Ÿ CE "  Ox® ‘ Ôy! + Oz? ? 
par la substitution orthogonale 
x = au —- bu + cw, a? +bt+c—= 1, aa! + bb! +- cc' — 0, 
y = glu + blu + c'w, ag +br+ cr 7, ee AU ES 
_g—= a''u + b''y | c''æ, a!"2 - b''? . c''2 =]. a!! +- b'b!! + c'c ADR 


R. Les expressions À, et A, conservent la même forme, #, v, w rem- 
plaçant x, y, z 


CHAPITRE V. 


Intégrales indéfinies. Méthodes classiques d'intégration. 


S 1. Procédés généraux d'intégration. 


183. Problème des quadratures. — Le calcul intégral est l’in- 
verse du calcul différentie!. 11 à pour objet de remonter des 
relations données entre les variables et leurs différentielles 
aux relations qui existent entre les variables seulement. 

La première question traitée dans le calcul différentiel était 
de trouver la dérivée ou la différentielle d’une fonction donnée 
f(x). Le calcul intégral doit débuter par la question inverse : 

Une fonction f(x) étant donnée, trouver toutes les fonctions 
qui ont f(x) pour dérivée ou, ce qui revient au même, f(x) dx 
pour différentielle, 

Ce problème à reçu le nom de Problème des quadratures, 
d’après le problème de géométrie auquel il est étroitement lié 
et que nous étudierons plus loin. On doit d’abord se demander 
s’il existe toujours une fonction ayant pour dérivée f(x), ou si 
le produit de f(x) par dx constitue toujours une différentielle. 
Nous prouverons bientôt, en exposant la théorie des intégrales 
définies, qu’il en est bien ainsi dans tout intervalle où la fonc- 
tion f(x) est continue. Nous admettrons provisoirement ce 
résultat dans le chapitre actuel et nous supposerons une fois 
pour toutes que la condition de continuité est réalisée dans les 
théorèmes généraux que nous allons énoncer. 


184. Fonction primitive. Intégrale indéfinie. — Une fonction F (x) 
qui a f(x) pour dérivée ou f(x) dx pour différentielle s’appelle 
une fonction primitive de f(x) ou une intégrale de f(x) dx. On 
dit aussi une intégrale de f(x). 

La connaissance d’une seule fonction primitive de f(x) four- 
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nit la solution complète du problème des quadratures. On a, 
en effet, le théorème suivant : 

Soit f(x) une fonction continue ; si F(x) a pour dérivée [(x) 
dans un intervalle (a, b), l'expression 

F(x) + C, 
où Cest une constante arbitraire, représente, dans cet inter- 
valle, toutes les fonctions qui ont pour dérivée f(x). 

En effet F(x) + C'a pour dérivée f(x) ; et, réciproquement, 
toute fonction qui à f(x) pour dérivée, ayant la même dérivée 
que F(x), ne diffère de F (x) que par une constante (n° 105). 

D’après cela, la fonction F(x) + C où C est une constante 
arbitraire, est la fonction la plus générale qui ait f(x) pour 
dérivée et f(x) dx pour différentielle. Cette fonction se nomme 
l'intégrale indéfinie ou générale de f(x) dx et se représente par 
la notation 


P 
] f(x) dx, 
qui comprend implicitement la constante arbitraire. 


185. Propriétés des intégrales indéfinies qui résultent immédiatement 
de leur définition. — 1° Par définition de l’intégrale indéfinie, on 
a la relation 


d [r(x) HE LUN NOR: 


Donc les signes d et Î se détruisent quand le signe d est placé 
devant le second. 
Pareillement, par définition, 


D ff(x) dx — fs). 
2° F'(x) étant une intégrale de d F(x), on a 


(a & (x) = E (x) + C. 


Donc les signes d et j se détruis nt encore devant F (x) quand 
le signe d est le second, mais il faut ajouter une constante arbi- 
traire à la fonction F(x). 

3° Un facteur constant peut être mis hors du signe d'intégra- 
tion, c’est-à-dire que, si a est constant, 


ja RO MERE ft) dx. 
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En effet, les deux membres ont af(x) pour dérivée. Donc ils 
ne peuvent différer que par une constante, Maïs, comme ils com- 
prennent tous deux une constante arbitraire, ils ont le même 
sens. 

4° L'intégrale indéfinie d'une somme de différentielles est égale 
à la somme des intégrales de chacune des différentielles. Ce 
théorème est exprimé par la formule à; 


J (a + 0 — 10 +- ….) dx = [udx + [ DORE Jos ee 


En effet, les deux membres, ayant la même dérivée (u + 0 — 
w +), ne pourraient différer que par une constante ; mais, 
comme leur définition comporte une constante arbitraire, ils 
nt la même signification. 11 est vrai qu’il y à en apparence 
plusieurs constantes arbitraires dans le second membre, car 
chaque terme en comporte une à lui seul, mais, comme ces 
constantes s'ajoutent entre elles, elles se réduisent en réalité à 
une seule distincte. 


186. Intégration immédiate, — Les résultats trouvés dans le 
calcul différentiel permettent d'écrire immédiatement les inté- 
grales de quelques différentielles simples. En effet, lorsque, 
dans l'expression à intégrer, on reconnait la différentielle d’une 
fonction connue F(x), il suffit d'ajouter à celle-ci une constante 
arbitraire pour obtenir l'intégrale. Cette remarque, appliquée 
au tableau des différentielles des fonctions élémentaires, con- 
duit à former le tableau suivant, qu'il importe de bien posséder 


par cœur : 


f DCE "dx 
xt dx = — C — = Log x +C 
d A 
AC AX = ———— +C et dx = e7 + C 
| Log A ÿ = . 
| sin xdx —=—cosx +C, cos xAxX = sin x EC, 
dx | dx 
= (px LC, —— = — COX + C 
fe ER sin?x TE 
ï dx ie De 
+ ; == arc tg x + C = — arc cot X + C 
tpUX APE à ; Ai 
———— = Arc sin X + C = — arc cos x + C, 
VI — &° Ke | 
Anh . , 
© = arc sec x + C = — arc cosec x + C. 
XVX” PAR I | 
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Nous allons indiquer maintenant les principaux artifices à 
l’aide desquels on peut ramener l'intégration des différentielles 
plus compliquées aux formules du tableau précédent. Ces arti- 
fices sont au nombre de trois : 1° Décomposition en éléments 
simples ; 2° changement de variables ; 3° intégration par parties, 


187. Intégration par décomposition. — C’est l’application de la 
propriété énoncée au n° 185 (4°). Si l’on peut décomposer la 
différentielle f(x) dx en une somme de termes que l’on sait 
intégrer, en faisant la somme des intégrales de chaque terme, 
on obtiendra l'intégrale de f(x) dx. 

Cette méthode s’applique à un polynome : 
xn+1 
n+1 


Elle s’applique aussi à d’autres fonctions, par exemple, 


JG + a+ +anr)dx = au + me, me (PR 


dx _ f(sin? x + cos? x)dx Ï dx ( dx 
sin? x COS? x sin? X COS* x COS EX EMI In 0 
dx 
—— ———— = tg x — cot x + C. 
Jar x COS? x 8 a 


188. Intégration par substitution. — Cette méthode résulte de 
la règle de différentiation des fonctions de fonctions. Propo- 
sons-nous d'exprimer f f(x) dx à l’aide d’une nouvelle variable f, 
liée à x par l'équation 


Je dis qu’il suffit de faire la substitution sous le signe IE 
c’est-à-dire que l’on a, + (f) ayant une dérivée continue v'(#), 


fr) dx — [18007 8100 de, 
En effet, les deux membres, ayant la même différentielle 


f(x) dx = fle(#)] ?'(0 dt, 
ne peuvent différer que par une constante, mais, comme ils 
comportent une constante arbitraire, ils ont le même sens. 

On voit que, si l’on choisit la substitution de manière à rame- 
ner f(x) dx à une forme que l’on sait intégrer, on obtiendra 
l'intégrale en fonction de {. Pour l’exprimer en fonction de x, 
il suffira d’y remplacer { par sa valeur tirée de x = %({). 

19 
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On obtient ainsi, par les substitutions x — : et x — 2 


Re ee (Ar A ee 
fer dx n J et dt = MEAE apres (ee 


É dx I , h. I | _bx 
fe fre -awetst+c= avcte- +C. 


De même, par substitution x — p = qt, on obtient l'intégrale, 
que nous rencontrons bientôt (n° 196) : 


q dx f dt X—p 
> | © — arc tg t + C = arc tg ——+C. 
(x — p} + q° Jrre Er CG Fi 
REMARQUE. — Dans les cas simples, il est inutile d'introduire 


de nouvelles lettres et la substitution se fait mentalement. 
Aïnsi on écrit, sans passer tout au long par la substitution 
p(x) = {, : 


PAR) = Log o(x) + C. 


? (x) 
En particulier, 
dx 1 fd(a + bx) 
RUES LA Acer —}. Log (a + bx) + C, 
F_2(x—p) dx Es df(x — p} + 91 ni ENT 2 C 
eee: (x — p}? + q° og [x P) + qg°]+cC. 


189. Intégration par parties. — Cette méthode est une consé- 
quence de la règle pour différentier un produit. Soient u et v 
deux fonctions de x, on a 


d uv = u dv + v du, d’où u du = d.uv — v du. 


f udo = fau — fe du. 


Mais le premier terme du second membre est égal à uv + C ; 
et, comme cette constante C peut être comprise dans le second 
terme, il reste simplement 


fu dv = uv —fo du. 


Cette formule renferme la règle d'intégration par parties. 
Elle ramène l’intégration de u dv à celle de v du, qui peut être 


plus facile. 


I1 vient donc 
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Soit, par exemple, à intégrer xe dx. On pose x —uete®—nv 
(d’où e7 dx — dv). Il vient alors 


fverax = ser— ferax = xeT— er +C, 


190. Combinaison de diverses méthodes. — On doit souvent em- 
ployer successivement plusieurs des méthodes précédentes 
pour effectuer complètement l'intégration. En voici quelques 
exemples : 

1°) En intégrant d’abord par parties et ensuite par substitu- 
tion, on trouve 


= arc tg x — RARE 


20) On trouve, en intégrant d'abord par décomposition et en- 


farctg x dx = saretgx — +C. 
suite par substitution, 


| dx ES = Le ES 


a bèx? ocala+bx 2ala_bx oab “Pa- 


+ C. 


3°) Par la substitution x — a sin +, il vient d’abord 


fav — x? — at [cost gdg. 
_ Ensuite, en effectuant la décomposition par la formule 


I + COS 29 
MR ENS” 


COS? — 
Ù 2 


il vient 


ai [eos de — + [de + + [eos 20do 
2 2 


Enfin, en revenant à la variable x, on trouve 


a? x, xVa?—x? 


faxvar— se — X°— — arc Sin — 


3 
2 a 2 CE 

191. Formules de réduction. — Pour fixer les idées, considérons 
un exemple. Soit à intégrer x"e* dx. Appliquons la formule 
d'intégration par parties, en regardant e*dx comme une diffé- 
rentielle dv (n° 189) ; il vient 


AT 
[+ ex dx = x? É — JE 1eaTAx. 
da 
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Cette formule ramène l'intégrale du premier membre à une 
intégrale de même forme, mais où l’exposant n est abaïssé d’une 
unité. Si n est entier et positif, cette formule s’applique de 
proche en proche et change successivement n en (n — 1), 
(n — 2)... jusqu’à ce que l’exposant de x soit abaïssé à zéro. Il 
n’y à plus alors qu’à intégrer e*dx, ce qui est immédiat. Une 
formule telle que la précédente, qui s'applique de proche en 
proche et permet de simplifier de plus en plus l’intégrale pro- 
posée jusqu’à ce qu'on sache l'intégrer, est une formule de ré- 
duction. Nous en rencontrerons de nombreux exemples. | 


192. Dérivation par rapport à un paramètre, — Soit f(x, a) une 
fonction de la variable x et du paramètre a ; supposons qu’on 
ait obtenu, en considérant a comme une constante indéterminée, 


(1) fra, a) dx = F(x, a) + C. 


Je dis que l’on peut en déduire, en dérivant par rapport à a 
sous le signe il : 


(2) [D f(x, a) dx = D, F(x, a) + C. 


Cette règle suppose seulement queles conditions de continuité 

4 À n3 "À 4 4 “ à 4 1 2 d À IT a A] 
des dérivées partielles de F qui assurent l'égalité F7, =F, 
soient vérifiées (n° 153). 

En effet, les dérivées par rapport à la variable x des deux 
membres de l’équation (2) sont respectivement 


D, f(x, a) et D>;D,F(x, a). 


Ces deux dérivées sont égales, car on peut intervertir par 
hypothèse D, et D,, et l’on a 


Dr ons LME a) == 120 Dax, a) == D, f(x, a). 


Les deux membres de l’équation (2), ayant même dérivée, ne 
diffèrent que par une constante par rapport à x. Mais, comme 
ils comprennent tous deux une constante arbitraire, ils ont 
exactement le même sens. 

Le résultat précédent peut être généralisé. En dérivant suc- 
cessivement l'équation (2) par rapport à a et en admettant 
toujours que les conditions de continuité des dérivées partielles 
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considérées restent vérifiées, on peut aussi conclure de l’équa- 
tion (1) à la suivante 


(3) fp: f(x, a) dx = D'F(x, a) + C. 


La règle précédente fournit un procédé commode d’intégra- 
tion. En voici quelques exemples : 
1° On a, pour a différent de 0, 


eat 
ferrax 4 + C. 


Les conditions de continuité sont remplies. Dérivons n fois 
par rapport à a et observons que 


BE eaxr _— x? CLS 


nous obtiendrons, par la règle précédente, 
, L ear à 
(4) [= erdx — Dés C. 


Cette intégrale a été obtenue autrement au n° 191. 
2° Soit a > 0 ; on a, comme cas particulier d’un résultat pré- 
cédent (n° 188), 


dx I _—. 
x+a va 
Les conditions de continuité ont lieu. Dérivons n — 1 fois 
par rapport à a et observons que 


n—1 I INT Vi (2 me 1)! 
Ing NE UE = ( 1) le SE a)? 


nous obtiendrons, après division par (— 1}*-!(n —1)!, 


Rte 
G) LES Faÿ nt 


Les formules (4) et (5) ramènent le calcul des intégrales pro- 
posées dans les premiers membres à des déterminations de 


dérivées et fournissent pour ces intégrales des expressions très 
condensées. Elles s’appliquent aussi bien au cas où l’on donne 
à a des valeurs particulières. La formule (5), par exemple, four- 
nit un procédé pour calculer l’intégrale classique 


Je 
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Mais il faut effectuer les dérivations par rapport à a avant 
de faire a — 1. Toutefois le procédé le plus pratique pour eal- 
culer cette intégrale consiste dans l’emploi d’une formule de 
réduction indiquée plus loin (n° 206). 


193. Variabilité de forme de l'intégrale. — 1° L'intégrale d’une 
même fonction peut s’écrire sous des formes en apparence 
différentes. Cela provient de ce que l’on peut séparer de la con- 
stante arbitraire une constante déterminée pour la réunir à la 
fonction intégrale. Aïnsi, au lieu de l’expression habituelle 
are tg x + C, on peut donner à l'intégrale les formes équiva- 
lentes : 


dx 
- (arc tg x — arc tg 1) + C = arc tg er de 
KE (arc tg x + arc tg 1) + C — are tg TT +. 


2° L'intégrale d’une même fonction peut se présenter sous des 
formes analytiques nécessairement différentes lorsque x varie 
dans des intervalles différents. Cette remarque s'applique à 
l'intégrale 
dx 


RATS Log (x — a) + C. 


. Les quantités négatives n'ayant pas de logarithme réel, cette 
formule suppose x > a. Six <a,ona 


—— =—|——— = Log (a — x) + CO, 


La forme de cette intégrale change donc suivant que x est > a 
ou que x est < a. Afin de ne pas revenir à chaque instant sur 
cette distinction, nous conviendrons, une fois pour toutes, que, 
lorsque la valeur d’une intégrale renferme un logarithme, la 
quantité sous le signe logarithme sera prise en valeur absolue. 


EXERCICES. 
19 Par substitution : 
, COS ax dx 
Sin ax dx = — —— +C, ——— = L : 
J Ai le 08e EC 
dx : PR 
= arc M +C. PRE re Va? — x? + C. 


Va? — x? 4 Va? — x? 
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xadx I x? 
Du les arc tg ee 


ax dx x 
hs — — 1e à 
ILES V2 EE (& RE #)c. ls + cos x 8 2 pee 
29 Par décomposition : 
F 1 me 2 LS 
fe: xdx=tgx—x+c. far VE arosine Vie + c 


feosx cos 24 A x) + C. 


6 4 
dx I 
res + —— + 2Logtgx+cC. 


sin #COS$# 2COS4 2 UE 
30 Par parties : 


J# arc sin # = # arc sin # + Vi — x? +C, 


. xadx ——— : 
fre SIN 4 —— — #— \/1 — x? arc sinx + C. 
1 — #4? 


J _— DAME Log cos x + cC. 


eax (sin # + a cos * 
Lex co pu — (Bin # + a co #) ) + C. 
1+a? 


4° Combinaison de diverses méthodes : 


10; RCE a 
È = — dx = Va? — a? —aarc cos + C. 


dx Pr DRM OP RPC ONE) SAS 
a+btex a? + b? Ë 


2 
frierdr=rier+ Log cos x — a 


2 
f PP = te (x +arcte =) + C. 


(x cos x — sin )° 


TES, VAT 
ÈS dx = e te” Ce 


aArCSiNn* 4x xarcsin# 
J = a Log(1—x?)+cC. 
(I — %*)3 2 Vi Xe 
et arctgx dx Le arc tg x X 
f men A CR Ie 
x? arc arc tg 4dx I I 
— CAR LEURS dent PA ES 
JE STADE arc tg x (x ou ; Log (Gr + 42) + C. 
N. B. Les trois derniers exercices se ramènent à d’autres qui pré- 

cèdent, le premier par la substitution x — sin », et les deux autres par 
la substitution + — tg 9. 
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S 2. Intégration des fractions rationnelles. 


194. Décomposition de la fraction à intégrer. — Soit à calculer 
l'intégrale 
162 
F (x) do, 


où f(x) et F(x) sont des polynomes entiers à coefficients réels. 
Quand f(x) n’est pas de degré moindre que F(x), on commence 
par effectuer la division. Le quotient f(x) : F(x) se décompose 
en une partie entière et une fraction proprement dite. L’inté- 
grale de la partie entière s'obtient immédiatement (n° 187) et 
l’on est ramené à intégrer une fraction proprement dite. 

Supposons donc que l’expression à intégrer ait été débar- 
rassée de sa partie entière et que f(x) : F(x) soit une fraction 
proprement dite. Décomposons F(x) en ses facteurs linéaires 
et soit 

F(x) = (x — a)t(x — D} … 


On sait en déduire (n° 144) la formule de décomposition de 
f(x) : F(x) en fractions simples. Soit : 


/__fGx) ___ À: À Aa 

| Fo) œ—a Gap TG ap 
(DR ANS do rs Bg 

| Tr bp 00 

\ re 


Sous cette forme, la fonction est préparée pour l'intégration. 
Nous rangeons les termes de la décomposition en deux caté- 
gories, comprenant : la première, les termes de la première 
colonne où le dénominateur est du premier degré ; la seconde, 
les autres termes où le dénominateur est de degré supérieur au 
premier. Il n’y à donc de termes de la seconde catégorie que si 
F (x) a des racines multiples. 


195. Intégration dans le cas des racines réelles. — Si toutes les 
racines a, b,... sont réelles, tous les termes de la décomposi- 
tion sont immédiatement intégrables et l’on obtient la formule 
d'intégration 
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f(x) F. A; I A > 
[ar de Ai Log (ot es 
2) « B 


\ AE 


L'intégrale se compose d’une partie logarithmique et d’une 
partie rationnelle. La partie logarithmique est la somme des 
intégrales des termes de la première catégorie et la partie 
rationnelle la somme des intégrales des termes de la seconde. 


196. Intégration dans le cas des racines imaginaires. — Si toutes 
les racines ne sont pas réelles, si, par exemple, les racines a, 
b,... sont imaginaires, les logarithmes qui figurent dans la fo1:- 
mule (2) n’ont plus de sens, au moins jusqu’à présent, et nous 
verrons dans un instant par quoi il faut les remplacer. Mais il 
n’y a rien à changer aux autres termes qui sont rationnels. En 
effet, ce sont bien des fonctions primitives des termes corres- 
pondants de la formule (1), à condition de se placer au point de 
vue plus général de la différentiation des fonctions d’une va- 
riable complexe. D'ailleurs les imaginaires ne jouent qu’un 
rôle transitoire. Il suffit de faire la somme de ces termes pour 
rendre à l’intégrale la forme réelle. Nous allons montrer, en 
effet, que, x étant réel, les imaginaires se détruisent. 

Les coefficients de F(x) étant réels, à toute racine imaginaire 
a correspond une racine conjuguée b du même degré de multi- 
plicité. La loi de formation des numérateurs de la formule de 
décomposition montre ensuite (n° 143) que les nombres complexes 
A,et B,, A, et B,,.. sont conjugués deux à deux. Donc les 
fractions écrites sur la première ligne dans la formule (2), sont 
conjuguées des fractions écrites en dessous dans la seconde et, 
par conséquent, leur somme sera réelle. 

Les termes de la seconde catégorie s’intègrent donc de la 
même façon que les racines a, b,... soient réelles ou imaginaires. 
11 n’en est plus ainsi pour les termes de la première catégorie. 
Lorsqu'il y en a d’imaginaires, il faut, avant d'intégrer, com- 
mencer par ajouter deux à deux les termes conjugués. Après 
quoi, l’intégration se fait de suite. Soient, en effet, a, b deux 
racines imaginaires conjuguées. On peut poser 
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P, 4, M, N étant réels. Il vient alors, en ajoutant les termes 


conjugués, ce qui donne une somme réelle, 
A, B, M + Ni M — Ni M(x— p) — qN 


ab x —pqi pri GT 


ftates) een fo ar 


es intégrations ont été effectuées au n° 188. On trouve donc 


+ 2) dx =MLog[(x—p} +q?]—2N arc Be. 
REMARQUE. — Si l’on observe que l’on a 
PERRET TS Cote 
q 2 q 


et que—(x— p) : q est la cotangente de l’argument de x — p — qi 
ou X — a, on voit que 


arc tg ne + arg. (x— a). 


Comme on peut négliger le terme constant, on obtient pour 
l'intégration des termes conjugués la formule pratique suivante : 


1e = + conj.) dx = 2M Log | &— a | —2N arg (& — a) 
= Log. [x — a | M— arg. (x — a)°\ 


Sous cette dernière forme, la formule a l’avantage de se prèé- 
ter immédiatement à la réduction des termes semblables (une 
somme d'arguments étant égale à l’argument du produit des 
nombres). 

De là, le théorème fondamental suivant : 


19'7. Théorème. — Toute fonction rationnelle s'intègre par 
les fonctions élémentaires. L'intégrale se compose généralement 
d'une partie transcendante et d'une partie rationnelle. La frac- 
tion à intégrer étant débarrassée de sa partie entière, la partie 
rationnelle provient de l'intégration des fractions simples de la 
seconde catégorie ; elle n'existe que si le dénominateur, F(x), a 
des racines multiples. La partie transcendante provient de l’in- 
tégration des fractions simples de la première catégorie ; elle se 
compose exclusivement de logarithmes si F(x) à toutes ses 
racines réelles ; elle peut, en outre, comprendre des arcs tan- 
gents (ou des arguments) s'il y a des racines imaginaires. 
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198. Calcul direct de la partie rationnelle de l'intégrale. — La mé- 
thode exposée dans les numéros précédents suffit déjà pour 
effectuer en pratique l'intégration des fractions rationnelles. 
Mais, dans le cas où l’intégrale à une partie rationnelle, elle ne 
conduit pas aux calculs les plus simples. En effet, la détermi- 
nation des numérateurs de la formule de décomposition est 
laborieuse dans le cas des racines multiples, surtout si elles 
sont imaginaires. La méthode que nous allons indiquer et dont 
le principe est dû à Hermite, permet de trouver directement 
la partie rationnelle de l'intégrale et d'achever le calcul par 
l'intégration d’une fraction rationnelle dont le dénominateur 
n’a plus que des racines simples. La décomposition se fait alors 
très simplement par la formule de Lagrange (n° 145). Cette mé- 
thode repose sur les considérations suivantes : 

La somme des termes de la première catégorie dans la for- 
mule de décomposition (1) est une fraction proprement dite 
XrProu 


(4) P = (x — a) (x —-- b).. 


D'autre part, la somme des termes rationnels dans le second 
membre de la formule d'intégration (2) est une fraction propre- 
ment dite Y : Q, où 


(5) Q = (x — a)2-1 (x — DB. 
La formule d'intégration (2) devient ainsi 
ve X 
(6) [de S+ Es dx. 


Dans cette formule, Y : Q et X : P sont des fractions propre- 
ment dites et le polynome P n’a que des racines simples. Je 
dis qu’une décomposition qui possède ces caractères n'est pos- 
sible que d’une seule manière. 

En effet, si l’on avait deux décompositions semblables, à 
savoir 


de X Né X 
+ | = dx = — fr: ax 
otfra- of 

on en déduirait, par dérivation, la relation équivalente 


+ HN RS ste 
RUN EE 
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Supposons qu’on remplace chacune de ces quatre fractions par 
une somme de fractions simples ; ces fractions simples se 
détruiront dans chaque membre séparément. En effet, comme 
la dérivée d’une fraction simple est une fraction de la seconde 
catégorie, le premier membre ne contient plus après la dériva- 
tion que des fractions de la seconde catégorie, tandis que le 
second n’en contient, par hypothèse, que de la première. Ces 
fractions doivent donc se détruire, car la décomposition en 
fractions simples est unique. On en conclut 

Dm 4 INR CT 
Q Q PNREN 
c’est-à-dire que les deux décompositions sont les mêmes. 

D’après cela, on peut déterminer directement Y : Q et X : P 
par la méthode des coefjicients indéterminés. En effet, dérivons 
la formule (6) ; il vient 


FC) DIM 
‘4 Fa) +7. 


Le polynome Q, défini par la formule (5), est le plus grand 


commun diviseur entre F et sa dérivée et s'obtient par des cal- 
culs rationnels. Le polyÿnome P, défini par la formule (4), est 
le quotient de F par Q et s'obtient aussi par des calculs ration- 
nels. Les deux polynomes P et Q étant connus, on remplacera 
dans la formule (7) X et Y par des polynomes à coefficients 
indéterminés, de degré immédiatement inférieurs à ceux de P 
et de Q respectivement. En effectuant la dérivation indiquée et 
en multipliant la formule (7) par F — PQ, il viendra 


f(x) = PY'—Y ° FOX 


On voit de suite, Q'P étant multiple de Q, que le second 
membre est un polynome de degré immédiatement inférieur à 
celui de F. En égalant les coefficients des mêmes puissances 
de x dans les deux membres, on aura le nombre d’équations 
linéaires nécessaire et suffisant pour déterminer les coefficients 
inconnus de X et de Y. 


REMARQUE. — La méthode précédente permet de trouver la 
partie rationnelle de l'intégrale sans résoudre l’équation F(x+)=—0. 
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Elle met immédiatement en lumière un fait important. C’est 
que la partie rationnelle de l’intégrale est rationnelle non seule- 
ment par rapport à la variable x, mais aussi par rapport aux 
coefficients de f(x) et F(x). Cette même remarque s’applique à 
la fraction X : P, qui reste à intégrer pour obtenir la partie 
transcendante de l’intégrale. 


199. Exemple. — Soit à intégrer 
HACIN ae 


F(x) (x5— 1) 

Puisque F(#) a des racines multiples, l’intégrale a une partie ration- 
nelle. On la détermine par la méthode du numéro précédent. Le po- 
lynome © de la théorie générale s'obtient en diminuant d’une unité 
l’'exposant des facteurs simples de F (x) ; il est égal à 43 — 1. Donc P 
est aussi égal à 4° — 1. Les polynomes inconnus X et Y sont, par 
suite, du second degré. On pose donc 


( dx A 


JC — 1) xt 43 — 1 
on dérive et on chasse les dénominateurs. Il vient 
1 (48 — 1) (2ax + b) — 3x? (ax? + bx + c) + (x8 — 1) (ex? + fx + g). 


L'identification des deux membres fournit le système d'équations : 


e=0, f—a—=0, g—2b—0, 
e+3c—0, f+2a—=0, g+2b—— 1, 
d’où l’on tire les valeurs des coefficients inconnus : 
0, a = 0, HE ES À 
C0; f—0, g = — 2: 3, 
On a donc 
ax I X 2 dx 
(8) em lee 


Le calcul de la partie transcendante de l’intégrale exige la détermi- 
nation des racines de #° — 1, qui n’a plus que des racines simples 
a, b, c, ayant pour valeurs : 


mL EN A 1 


C=I. 
2 2 4 


Les coefficients de la formule de décomposition : 


6 


I A 
X— I 


VI V—A4 


B 
ARR AU 
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se calculent par la règle du n°0 145. La dérivée de #3 — r étant 3x2 
et a3 étant égal à 1, on a de suite 


2 


ri 1 a —1+i\3 , ei ; 1 
EE Fe =M+Ns, B—M— N:, es 
On trouve, par la formule (3), 

dx I V3 2#+I 
= — — ? — M —— 
[2 6 Log (x?+x+r) arc tg Va 
+5 Log(x— 1) +C. 
Portant cette valeur dans (8), il vient enfin 
TAMORCTIIRES 213 24 +1 
fe 5 + are CE 
Fr ÆX2+x + 
+5 Lo | ep Jte 
EXERCICES. 
1. Démontrer les formules suivantes : 
(4?—x +2) dx 1 (x + 1)? (x — 2) 
J 45x24 3 HE (x — 1) (4 + 2}? LA 

x? dx I X—I V2 x 

ft Hot 30 RTS 

RÉ nr CE 2 Nr. PAS 
Inca caen sors LS 
PACE (t +4} (Gi + x + x) TU PAVE] 

| me Log 27 (174) DES tg SET SEC 


2. Soit /(x) un polynome de degré < # ; démontrer la formule 


J (x) dx 


(x— a} (1— 5 


Di | Ft) Den ee | He 
R. C’est une application de la méthode de dérivation (n° 192). On 
intègre par rapport à x, puis dérive # — 1 fois par rapport à 4 la formule 


HO pe TO 


Le — 
où P(x, a)estun Eu en a de degré < #. 


3. Soit f(x) un polynome de degré < 2 #. On le met sous la forme 
p(42) + x Ÿ (x2) où y et 4 sont des polynomes en 42. Soita>0;ona 


FOREST ESS 
(2 + ay Dire 1] = arc tg— Re Log (x +2 |+C. 


Va 
R. Solution analogue à la précédente. 
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———— — 


S 8. Intégration des irrationnelles algébriques. 


200. Rationalisation et réduction. — On à vu, dans le paragraphe 
précédent, que les différentiellss rationnelles s’intègrent par 
les fonctions élémentaires. Il n’en est plus ainsi pour les diffé- 
rentielles irrationnelles que dans des cas particuliers. Lorsque 
cette intégration est possible, elle se fait généralement par l’un 
des deux procédés suivants : 1° ou bien on rend la différentielle 
rationnelle par une substitution, ce qui ramène au cas précé- 
dent ; 2° ou bien on établit une formule de réduction qui fait 
dépendre l'intégrale cherchée d’une autre plus simple, celle-ci 
d’une autre plus simple encore, et ainsi de suite jusqu’à ce que 
l’on arrive à une intégrale connue. Nous rencontrerons d’abord 
des applications de la première méthode. 


201. Différentielles où figurent des exposants fractionnaires. — 
THÉORÈME. Si a, b, c, f sont des constantes quelconques ; a, fi... 
des exposants rationnels et R (x, y, z,...) une fonction ration- 
nelle de x, y, z,..., l'intégrale 

f ax +b\% fax + 2 

fre CE) Ce 
est réductible par une substitution rationnelle à celle d’une 
différentielle rationnelle. 

Soit m le plus petit commun dénominateur des fractions 
«, 6, et { une nouvelle variable ; la substitution 


rendra la différentielle rationnelle. En effet, l'intégrale devient 
ainsi 


J R É (t), to, tr p'(t) dt 


et la différentielle sous le signe [] est rationnelle, car p(#) et, 
par suite, L'(t) sont des fonctions rationnelles de t et les expo- 
sants ma, mf,... sont entiers. On intègre par les procédés du 
paragraphe précédent et l’on revient, s’il y a lieu, à la variable 
x par la substitution 


A ax + b = 
CRE 
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Dans les applications, on rencontre souvent le cas où la frac- 
tion (ax + b):(cx + f) se réduit à la variable x elle-même ou 
à une fonction linéaire de x, comme dans les exemples suivants : 


Exemples. Par la substitution x = é5, il vient 


f dx dt dt 
Rp RE — == — 2 —  — 
] = A 6f(a t+L E)dt — 6 ACT 


= 6t — 36 + 28 — 6 Log (1 +é) +C 
1 1 


À 1 
— 645— 3x3 2x2— 6 Log (1 +56) +C. 


Par la substitution # — 1 — À, il vient 


FOUT A 4° 
= 2 +. 2 C 
Es af(é + 18 dt 4[- OT +:|+ 
———[F(x—1)}$ 3 : 
me one ce 5 ++ | + C. 


202. Différentielles qui renferment la racine carrée d’un trinome du 
second degré. — Soit R (x, y) une fonction rationnelle de x et de 
y ; si l'on y fait is 

y =Va + bx + cx?, 
l'intégrale 
fr NERIIUX 


est réductible par une substitution rationnelle à celle d’une 
différentielle rationnelle. 

La transformation doit être choisie de manière à éviter l’in- 
troduction des imaginaires quand les données sont réelles. On 
y arrive par l’une des deux substitutions suivantes : 

1° Si les racines « et 8 de (a + bx + cx°) sont réelles, la sub- 
stitution est fournie par le théorème précédent. En effet, 

FEES CRE PAT NES 
p = a) D) = (a — 0 /FE D 

Donc y et, par suite, R(x, y) sont des fonctions rationnelles 

de x et de ce dernier radical. La rationalisation se fera par la 


substitution 
€ (x—$) — f2 
X— à 
2° Si les racines de (a + bx + cx?) sont imaginaires, c doit 
être positif pour que le radical soit réel, sinon le trinome, 
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ayant le signe de c, serait négatif et sa racine imaginaire. Donc, 
quand les racines sont imaginaires et, plus généralement, quand 
c est positif, on peut faire la substitution 


Va+bx + cx? = t + x\c, 
d’où, en élevant au carré, 
a+ bx = t? + 2tx\c. 


Cette relation est linéaire en x. On en tire donc, p(t) dési- 
gnant une fonction rationnelle, 


—=p(#), dx =p'(fdt y =t+p(t) Ve. 
On substitue ces trois valeurs dans l'intégrale et la différen- 
tielle à intégrer est rendue rationnelle. Après l’avoir intégrée, 
on remplace t par sa valeur 


t = Va + bx + cx? + x\/c. 
AUTRE SUBSTITUTION. — Lorsque a est positif, la seconde sub- 


3 k ; \ : , I 
stitution s’appliquera, après avoir remplacé x par 3» Car 


_ Var + bz + c 


Va + bx + cx? - 
et le coefficient de z° sera positif. La différentielle devient 
donc rationnelle par la substitution 

Vaz? + bz + c=—t + 2\a, 
ce qui revient à poser directement 

Va + bx + ex? = +Va + tx. 

Quand a est positif, cette dernière formule définit une troi- 

sième substitution rendant la différentielle rationnelle. 


LS 


REMARQUE. — Un autre procédé d'intégration consiste à 
transformer R(x, y) dx dans une différentielle rationnelle en 
sin tet cos t. Nous y reviendrons au n° 215. 


203. Applications. — I. Considérons d’abord l'intégrale 
dx 
Va + bx + x? 
On applique la seconde substitution : 
Va+bx+x—t—x, d'où. a+bx —t—otx. 


t4 
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Différentiant la dernière relation, il vient 


ÉÉRAERoUt 


et, par conséquent, 


' dx dx b à à 
. je fe ++ co 


— Log É + x + Va + bx Ft )+c. 
On rencontre souvent le cas où b = 0 ; il vient alors 
(2) [= = Log(x + VX + a)+C 
VE TIES | 
IT. Considérons ensuite l’intégrale 
[= — 
Va+bx— x? 
On pourrait utiliser la première substitution, maïs le calcul 
se fait plus facilement en observant que 


a + bx — x? — (a+9)-(s — :)- 


On pose, « étant une constante et t la nouvelle variable, 


2 
a+ =, x—? = at, 
et il vient 
dx ARC 
on Te 
— arc sin en C 
Vb?+4a 


II]. On rencontre aussi fréquemment les intégrales 
[ dx 
Va DENTS 
Elles se ramènent aux deux précédentes par la substitution 
x — 1:73, déjà signalée au n° 202 : 


ff 
@) | JaVax Fbx+r  JVa+bi+ 
= 2 Log (PANNE Eee) AC 
2 


v 
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ensure) 
(5) xVax? + bx —T ai Va + es 


Le Eee D 
— arc sin 20 


xVb? + 4a 
Voici deux cas particuliers fréquents : 
/ PRCARERNE — Log(=© ASE) à 6 

(6) XVI — x? 

DA MENT * 

= Log ( x )+ D 

dx NL 
r( J ————— = — arc sin — + C = arc sec x + C. 

() XX? —1 X dE ie 


IV. Les deux intégrales suivantes : 
dx f dx 
Va + bx + cx?° (x — m)Va + bx + cx°” 
se ramènent à celles qui précèdent en prenant respectivement 
comme nouvelle variable 


g=V+cx où z—V+c(x—m). 


On choisit le signe ambigu de manière que + c soit positif. 


204. Cas d'intégrabilité des différentielles binomes. — Les inté- 
grales des différentielles binomes sont de la forme 


EE (a+ bx")rdx, 


où a et b sont des constantes quelconques, différentes de zéro, 
et m, n, p des exposants rationnels. 
Faisons la substitution 


——| 
x" = t d’où x= t” dx = =" dt ; 
l'intégrale devient 


m +1 sr 
af" n ‘(a+ bt)rdt. 


Désignons par q l’exposant de t, de sorte que q — (1-1) 
L'intégrale prend la forme simplifiée 


p(P; 4) = IC LL pt}? ta dt. 
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THÉORÈME. — L'intégrale © (p, q) est réductible à celle d'une 
différentielle rationnelle par le théorème du n° 201, si l'un des 
trois nombres p, q ou p + q est un entier, positif, nul ou négatif. 

En effet, soit R une composante rationnelle ; on met œ(p, q) 
sous la forme prévue au n° 201 en écrivant : si p est entier, 


e(, 9)= ÎR(E #1) de; 
si q est entier, 
e(, 9) = [R | (a+ b9p, t] dt: 


et, si p + q est entier, 


e(p, 9) = JC) to+a dt — - [R EDF e|dt. 


Remontons maintenant à l’intégrale primitive, et observons 
que q = A 
Toner! — L'intégrale d'une différentielle binome est ré- 


—1, nous obtencns l’énoncé suivant : 


ductible à celle d’une différentielle rationnelle et, par suite, l'in- 
tégration se fait par les fonctions algébriques, logarithmiques 


m +1 


: : er : ME 
et circulaires, si l'un des trois nombres — OU p OT + p 


est entier. | 

Tehebichef a démontré (*) que, en dehors de ces trois cas 
d'intégrabilité pratique, l’intégrale ne peut pas s'exprimer au 
moyen des fonctions élémentaires. On devra donc alors se bor- 
net à la ramener à la forme la plus simple en se servant des 
méthodes de réduction que nous allons indiquer. 


205. Formules de réduction des intégrales de differentielles binomes.— 
Supposons l'intégrale préalablement ramenée à sa forme sim- 
plifiée : 


o(p, Pi} = IC + DD P 14 dt. 


TaéorkMe. — Sauf les cas d'intégrabilité pratique, &(p, q) est 
réductible à des fonctions algébriques et à une autre intégrale 
de même forme où chacun des exposants p et q est augmenté ou 
diminué d'autant d'unités qu'on le veut. 


(*) Sur l'intégration des différentielles irrationnelles, Journal de Liou- 
ville T. XVIIL. 1853. 
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Considérons, en effet, les deux identités : 


(a + Dt) (a + bt)P 2 = a (a + bt)? 12 + b(a + bt)r Hat, 
D.(a+ bt)?Fi tt = (p+1) b(a+bt)? 4 + (q+r)(a+bôPH ta. 
En les intégrant (ce qui revient à une intégration par décom- 
position et une autre par parties) on obtient respectivement : 


p(p+1,q)=aæ(p,a)+be(pa +1), 
(a + bijPtat = (p+1)be(p,q +1) +(Q +1)p(p + x, q). 
Entre ces deux équations, on peut éliminer @(p + 1, q) ou 
bien 6(p, q + 1). En résolvant alors par rapport à o(p, q), on 
trouve les deux formules : 


D ee POSE ga 


p+I ae n OU 
bt\r+1 ta+1 ù 
@ app, g = ER GP ÈTÉES (p Q 4 D. 


Ces formules font dépendre w(p, q) d’une intégrale de même 
forme, mais où p ou q est augmenté d’une unité. Les deux for- 
mules suivantes, qu’on en déduit enrésolvantles précédentes par 
rapport aux intégrales des seconds membres, mais en rempla- 
çant p par p — 1 dans la première et q par q — 1 dans la seconde, 
à savoir : 


(4)  bey(p,q) — 


a + bt)P tir! a 
en er 
(a + bt}rttta _aq 
DATE COR DE rex 
font dépendre v(p, q) d’une intégrale de même forme, mais où 
p ou qg est diminué d’une unité. Aucune des quatre dernières 
formules ne peut devenir illusoire, car, aucun des nombres 
P, 4, p + q n'étant entier, aucun des dénominateurs p + 1,q+1, 
p + q+1ne peut être nul. 

L'emploi des formules (1), (2), (3), (4) permet donc d’augmen- 
ter ou de diminuer d’autant d'unités qu’on le veut un des deux 
exposants p ou q, sans toucher à l’autre. On pourra done, de 
proche en proche, faire dépendre © (p, q) d’une autre intégrale 
de même forme, mais où pet q seront compris entre deux 


o(p, Tire 1), 


entiers consécutifs choisis à volonté, par exemple 0 et 1. 
Comme celle-ci n’est plus susceptible de réduction ultérieure, 
on la considèrera comme une nouvelle transcendante, 
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206. Usages des formules de réduction dans les cas d'intégrabilité 
pratique. — Dans les cas d’intégrabilité pratique, les formules 
de réduction peuvent devenir illusoires. Mais cette éventualité 
ne se présente que pour des valeurs exceptionnelles de p, q et 
les formules peuvent servir à l’intégration. Nous allons en 
donner des exemples. 

Nous pouvons toujours supposer, dans les cas d’intégrabilité, 
que ce soit l’un des exposants p ou q qui est entier. En effet, 
si p + q était entier, on ferait la substitution t == 1 : 3 et l’on 
aurait 


(D, 9) = — [er (b + as) ds, 


ce qui ramène au Cas précédent. 

Supposons, en premier lieu, que p et q soient entiers tous les 
deux : je dis qu’on pourra les réduire tous les deux à l’une des 
valeurs 0 ou — 1. En effet, si p, q sont négatifs tous les deux, 
on les ramène à — 1 par l’emploi des formules (1) ou (2), qui ne 
deviennent illusoires que si p +1=0ousig<+1=0. Si un 
seul des exposants p, q est négatif, on commence par le réduire 
à — 1 ; après quoi on abaisse l’autre à zéro par les formules (3) 
ou (4), Celles-ci ne seront pas illusoires, car p + q + 1 ne s’an- 
nule pas au cours de la réduction. Enfin, si p, q sont tous deux 
positifs, les formules (3) et (4) permettent de les réduire tous 
deux à zéro. Dans ces divers cas, le calcul de l’intégrale réduite 
sera devenu immédiat. 

Supposons, en second lieu, qu’un seul des exposants p, q soit 
entier. Les formules ne deviennent illusoires que pour réduire 
l’exposant entier de — 1 à 0. Elles pourront donc servir à le 
réduire à 0 s’il est positif, et à — 1 s’il est négatif. Dans le pre- 
mier cas, l’intégration sera immédiate. Dans le second, elle 
sera simplifiée, mais devra s'achever par rationalisation. 


ExewpLes : I. Considérons l'intégrale de différentielle binome 


dx 
fr 


où p est entier et positif. Par la substitution # — V#, il vient 


dx me I 
DU = ANSE PNR NE me À 
Afenser fe a die —$, =) 


LA 
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Donc l’emploi de la formule de réduction (1) permet de réduire 
l’exposant p à 1. Il vient ensuite, ce qui termine le calcul, 


2 
dt d 
pe af = arc ter+ C. 


Il est clair d’ailleurs que la formule (1) peut s'exprimer directement 


au moyen de x. On trouve, en y remplaçant # par x? et divisant par 2, 
la formule de réduction suivante, qu’il est facile d’établir directement : 


lp (1 + 42) © 2p— 2, (+ x)# 1" 


II. Considérons l'intégrale de différentielle binome 
BE ue 7 
Keers 
dans laquelle # désigne un entier positif ou négatif. Par la substitu- 
tion #4 —#7, 0n 2 


m 1 = — 
ee. xMdx ä CR Eh at e( 2 m =). 
VI — #2 2 2 


Suivant que » est positif ou négatif, on se sert ss A formule (4) ou 


de (2). Elles permettent de ramener l’exposant à la valeur ce 
si » est pair, et à l’une des valeurs Oou—7 oi que »” est impair 
positif ou négatif. Alors # a une des valeurs 0, 1 et — 1. En revenant 
à la variable x, on aura à calculer une des trois intégrales : 


dx R v'AX ( dx 
VI — x? Nr el 


qui ont pour valeurs (n° 203), à une constante près, 


: Fe Trenet 
arc Sin #, —WV1 — x?, PES 


III. Dans la théorie du pendule, on rencontre l'intégrale 
AA dX 
Vax—x? 
Ce n'est plus une intégrale de différentielle binome, mais on la ra- 


mène, à son choix, à l’une ou à l’autre des deux intégrales de diffé- 
rentielle binome (I) ou (II) par les substitutions : 


x = al ou Var — x? — x3. 
On trouve, après quelques réductions faciles, 
f 4m dx Rs (ES =—2a"[ ER, 
Vax— x? JVi—Ë (Here 


ce qui ramène aussi l’une à l’autre les intégrales (I) et (II). 
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20'7. Cas particuliers simples des intégrales de différentielles binomes. 
— Parmi les cas d’intégrabilité pratique de l’intégrale o(p, q), 
il y en à trois que l’on peut considérer comme des cas d’inté- 
grabilité facile. Ce sont ceux où l’un des nombres p, q ou 
— (p + q + 2) est entier positif. | 

En effet : 1° Si p est entier positif, on développe (a + DD? par 
la formule du binome et l’intégrale 


Ja + DD? t4 dt 


se calcule par décomposition. 2° Si q est entier, on prend a + bt 
pour variable, ce qui ramène au cas précédent. 3° Si p + q +2 
est entier négatif, la substitution t{ — 1 : z ramène au cas que 
nous venons d'examiner. Dans ces divers cas, l’emploi de la 
formule de réduction sera donc rarement avantageux (*). 


EXERCICES. 


1. Intégrales à calculer par le théorème du n° 207 : 


1 
A3adx [ dx 4E ( I +- x3 Fe 
Vx—1 a Va+bx SEE 


Lp. 2 dx 
[ ———— Je + 4)3x8dx Je 
AN (+) — (14) 


2. Intégrales à calculer par le théorème du n° 202 : 


ax I a2 
a = ALU  @ 
Jens Net 
——. Fu 
dx rt Poe VI Hat +2 LC 
G—2%)Vita V2 Vi+2? 
: MENT LE EE 
NRA CALE — — 2aIC tg Ni SRE) + Ce 
G+A VI Fr ; 
3. Différentielles binomes à intégrer : 
DD 
[ AS 3 — THE AEES Ne sin # + C 
4 4 
f (e + x2)3 dx = = (a+ 2HÉ — +) + C 


(*) L'exemple II du numéro précédent rentre daus le troisième cas d'in- 
tégrabilité facile Si m est pair et négatif. 
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4. Montrer que toute différentielle binome 4” (a + bx )/ dx peut, à 
part un facteur constant, se ramener à la forme (nu ét v rationnels) 


sind y cos” pdy. 


R. On y arrive par les trois substitutions suivantes, dont l’une au 
moins est réelle : 


a + bx” 
D COS RAOU 
a cos? 


ou — tg*y. 


S 4. Intégration des fonctions transcendantes. 


208. Rationalisation. — Un grand nombre de différentielles, 
qui renferment des fonctions exponentielles et circulaires ou 
leurs inverses, peuvent être rendues rationnelles par une sub- 
stitution de variables, c’est-à-dire qu’elles prennent la forme 


R (a) du, 
où R désigne une fonction rationnelle. Les substitutions qui 


conduisent à ce résultat sont immédiatement apparentes dans 
les différentielles suivantes : 


dx dx 
R(e) e? dx, R (Log x) ee R (arc tg nee 
ce sont respectivement : 
Perl: Log x = u, arc tg X = u. 


Mais on peut rendre rationnelles des différentielles pour les- 
quelles la substitution convenable est moins facile à apercevoir 
et nous allons en examiner quelques types généraux. 


209. Intégration de R (sin x, cos x) dx. — Suivant le cas, 
quatre substitutions principales rendent rationnelles les diffé- 
rentielles de cette forme où R désigne une composante ration- 
nelle : 

I. Si R est une fonction impaire de cos x, c’est-à-dire une 
fonction qui ne fait que changer de signe quand on y remplace 
cos x par — cos x, on rend Rdx rationnelle par la substitution 


Sin X = Z. 


En effet, le quotient R : cos x, ne changeant plus de signe, 
ne contiendra plus le cosinus qu’au carré et sera, par consé- 
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quent, une fonction rationnelle, R,, du sinus seul. On aura donc 
RÆIR (sin x) COS, 
et, par la substitution proposée, 
Rdx— R, (2) dz. 


. II. Si R est une fonction impaire de sin x, on rend Rdx 
rationnelle par la substitution 


COS X —13. 
On 2, en effet, par le raisonnement analogue au précédent, 
R = R, (cos x) sin x, R dx = —R, (2) dz. 


III. Si R (sin x, cos x) ne change pas quand on remplace à la 
fois sin x par — sin x et cos x par — cos x, on rend Rdx ration- 
nelle par la substitution 

tg X = 3. 

En effet, remplacons, dans R, sin x par cos x tg x. Nous 
formons une fonction du eosinus et de la tangente que le chan- 
gement de signe du cosinus n’altère plus, qui ne contient donc 
le cosinus qu’au carré. C’est donc une fonction rationnelle, R,, 
de la tangente seule, car cos’x peut se remplacer par 1 :(1+tg°x), 


et l’on a 
dz 
IV. Dans tous les cas, on rend R (sin x, cos x) dx rationnelle 


par la substitution 
x 
—— tg 2° 
On 2, en effet, en fonction rationnelle de 3, 


I1—2° 2 dz 


COS X = —— TX = ———. 
1 + 2°? x + 2° 


sin X = 
1 + 2°? 


REMARQUES. — La dernière substitution peut toujours être 
évitée. En effet, si l’on décompose R comme il suit : 


2 R dx = [R (sin x, cos x) + R(— sin x, — cos x)] dx 
+ [R (sin x, cos x) — R (— sin x, cos x)] dx 
+ [R(— sin x cos x) — R(— sin x, — cos x)] dx, 


chacun des termes écrit sur une ligne peut être rendu rationnel 
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par une des trois premières substitutions : le premier par la 
substitution III ; le deuxième par la substitution II ; le troisième 
par la substitution I. 

On rencontre souvent des différentielles renfermant d’autres 
lignes trigonométriques que sin x et Cos x, comme tg x, sec x, 
ete... On commence par exprimer rationnellement ces nouvelles 
lignes au moyen de sin x et de cos x, après quoi les théorèmes 
généraux s'appliquent. 

Dans d’autres cas, la différentielle renferme, outre sin x et 
cos x, des sinus et des cosinus de multiples entiers de x comme 
sin 2x, sin 3x, cos 2x, ete. On les exprime par des polynomes 
en sin x et cos x et les méthodes générales s'appliquent. 

Enfin, si la différentielle renferme sin ax, sin fx, cos 7x, ete., 
«, $, y. désignant des nombres rationnels dont m sera le plus 
petit commun dénominateur, on pose x = m2, on prend z comme 
nouvelle variable et on est ramené au cas précédent. 


APPLICATIONS. — I. On trouve, par les substitutions (I) ou (ID), 


"cos x dx : SIND XX 
D ne — Los sin x Ce ee — ——L0p cos x LC 
| sin x ë Le COS X ne LME 
Fe La. I : à 
SinX COS XX — ; Sin x + C — — ; c0S x + C: 
par la substitution III, 
F dx 
- = Logtgx+C; 
| Sin X COS X PAR FAT 


par la substitution (IV), 


j dx 


x 
En me 


et, en remplaçant x par (x + =) 


dx TA : 


II. Passons à l’exemple plus compliqué 


6 dx 
| a + b cos x° 
Aucune des trois premières substitutions n’est applicable 
isolément, employons la dernière : 
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x 1 — 2° 2 dz 
3=t8., COS X = —— dx = 


1 IS Tel 
L'intégrale proposée devient 
2 dz 


En changeant au besoin le signe de l’intégrale, nous pouvons 


admettre que (a + b) est positif, alors (a — b) est positif ou 
négatif. 


Si a — b est > 0, posons a + b — &, a — b = f? ; nous aurons 


2 dz Bz 
pe LE 150 “En 


FF arc tg UE ns 87) + C. 


Si a — b est < 0, posons à + b — «?, a — b — — f? ; nous 
aurons 
dx 9 2 dz a + Bz 
fesse loger pos ne 0 
: VB + bFa+Vb—atg” 
Dr nieme = FC 
VE? — a Vb+a—Vb—atg- 
re I b + a cos x + Vb°? — a? sin x 
_ VE — à 008 a + b cos x re 


III. On ramène à la précédente l’intégrale 


dx 
a + b cos x + c sin x” 
en déterminant deux quantités r et © par les relations 


b=rcos®, c-=rsiny; 
l'intégrale devient 


[ dx 

a + r cos (x —) 

et sa valeur s'obtient en remplaçant b par r et x par x — © dans 
la précédente. 


210. Intégration de sin ”*x cos x dx. — Si m et n sont entiers, 
cette différentielle est un cas particulier de celle du n° précé- 
dent. Elle peut donc être rationalisée par les substitutions 
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indiquées. Nous allons d’abord attirer l’attention sur cinq cas 
dans lesquels l’intégration est facile par ces substitutions. Les 
trois premiers ne supposent pas que m et n soient entiers tous 
les deux. 


CAS D’INTÉGRABILITÉ FACILE. — Voici d’abord quatre cas où 
l'intégration est immédiate par décomposition en développant 
la puissance d’un binome tel que (1 — 3°). On suppose k entier 
et positif : 

1° m = 2k + 1, on pose cos x = 3, d’où 

f sin mx cos x dx = — f(x — 3°) 3" dz ; 
2° n = 2k + 1, on pose sin x = z, d'où 
f sin mx cos x dx = {2 (1 — 2°) dz; 
3° m + n = — 2k, on pose tg x == t ou cot x — u, d’où 


f sin mx cos x dx — Î HERRRS EN EE UT — Î u*(1 + u?)"1 du ; 


X { 
KW n=0etm——2k—x, ne d’où 


CUX FRAME E :% dz 
sin2k+1t x = 7% OO ZRARA = 
Considérons encore un 5° cas où la décomposition se fait 


autrement : 
5° Si m + n = 0 (m entier) les substitutions du cas 3° donnent 


f trdt u” du 
m Les À Ban Tee and) RE 
Jte x dx ETR EE Rep 
Si c’est m qui est positif, on effectue la division de {” par 
1 + {? et chaque terme est immédiatement intégrable. Dans le 


cas contraire, c’est u” qu’on divisera par (1 + u?). 
FORMULES DE RÉDUCTION (*). — On à 


Î sin x cos”x dx — f sin”—1x (cos” x sin x dx) ; 


(*) La différentielle sin 2x cos 2x dx se transforme à un facteur numé- 
rique près dans la différentielle binome 


mi ni 

t ? (1—6t) 2 dt 
par la substitution sin x V4. Les formules de réduction établies ici ne 
sont que les transformées de celles relatives aux différentielles binomes. 
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d’où, en intégrant par parties, la formule (1) 


, sin”—1xcos+1%x , m—I 
fsin”xeos” XX = —— + — sin—?xcos!+txdx 


n +I HT 


D'autre part, si l’on fait porter l’intégration sur le sinus après 
avoir isolé un facteur cos x, on à la formule (2) : 


’ S1D/#F1XCOS TN ONE TT 
fsin”xeos” XX = —— "+ ACTES sin+2x cos!?-?2xdx 


Dans l'intégrale qui est au second membre de la formule (1), 
remplaçons un facteur cos?x par 1 — sin?x. Cette intégrale se 
décompose en deux autres, dont celle du premier membre. En 
résolvant par rapport à celle-ci, nous obtenons la formule (3) : 


sin”—1xcos2+ix  m—I 
fsin”cos” xdx=— RE TU D À + Hé | sin”—?xcos”" x dx. 


e 


Opérons de même sur l’équation (2), mais en remplaçant un 
facteur sin?x par 1 — cos?x, nous obtenons la formule (4) : 


sin/?+1XC0s72 1 x Tr toi 
sinx COS? Xdx = —-— —__—— + | sin”x cos"? xdx 
m+n m+n) 


Enfin, changeons 77 en m +4 2 dans la formule (3) et nen 
n + 2 dans la formule (4) et résolvons chacune des deux formules 


par rapport à l'intégrale du second membre. Nous obtenons les 
formules (5) et (6) : 


. sin/?+ixcost1%x  mtin+2 
sin”xCcos xdx —-— — OR OP AT en sin”+2xcos xdx 
m+Iz Mm+I 
4 sin”+1xcos?+lx mtin+o2 
sinxcosxdx—— -- — “+ 2e nee sin”xcos”?+?2xdx 
n+Ii n FEAT 


Si m et n sont entiers, l’emploi combiné des quatre dernières 
formules permet d'effectuer l’intégration dans les diverses 
hypothèses possibles. 

En effet, ces formules permettent de diminuer ou d’augmen- 
ter de deux unités un des deux exposants sans toucher à l’autre. 
Par la répétition de cette opération, on peut donc ramener les 
deux exposants à l’un des trois nombres — 1, 0 ou 1. Seul le 
passage de — 1 à + 1 ne peut se faire, le dénominateur des for- 
mules s’annulant dans ce cas. Quand la réduction des exposants 
est faite, l'intégration est immédiate ou très facile. 

Les deux premières formules serviront aussi avec avantage si 
les deux exposants m et n sont de signes contraires, car elles 
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‘ permettent de réduire les deux exposants à la fois jusqu’à ce que 
l’un d'eux soit ramené à — 1, 0 ou 1, Après cela, la réduction 
doit se continuer par les autres formules. 


INTÉGRATION PAR DÉCOMPOSITION. — La méthode que nous 
allons indiquer est applicable chaque fois que les deux expo- 
sants m et n sont entiers nuls ou positifs. Mais la methode de 
rationalisation est plus expéditive, sauf peut-être si m et n sont 
pairs tous les deux. 

Cette méthode consiste à décomposer, par les formules de 1% 
trigonométrie, cos” x en une somme de cosinus de multiples de 
x et sin”**x en une somme de sinus ou de cosinus de multiples 
de x (*). En effectuant la multiplication, on trouve des produits 
partiels, qui se décomposeront eux-mêmes par les formules : 


sin ÀX COS p x = S [sin (À + u) x + sin (À — pu) x 
] 
COS ÀX COS U X = [cos (À + p) x + cos (À — u) x | 


et ces nouveaux termes s’intègrent immédiatement. 


(*) Ces formules se déduisent facilement de celle de Moivre. On part de 
l'identité 1 2e 
2 cos x — (cos x —+ i sin x) + (cos x — i sin x). 
On élève à la puissance n par la formule du binome, mais en ayant égard 


aux relations | + 
(cos x + i sin x)? == cos px +: sin px. 


(cos x + à sin x) (cos x — i sin x) — 1. 
Il vient facilement 
an cos" x — (cos nx + isin nx)+n{cos(n—2)x+4isin(n -2)x] 


4 HNTS [cos (n — 4) # + sin (n — 4) x]+ … 


En négligeant les termes imaginaires, qui se détruisent, on trouve l’ex- 

pression cherchée pour cos? x : 
2 I ! 
on COS"? x — COS nx - n COS (n — 2) en AR) cos(n—4)+.…, 

Les coefficients sont ceux du binome, de sorte que les termes à égale 
distance des extrêmes sont égaux dans cette formule. 

Le développement analogue de sin” x se déduit du précédent, en y chan- 
geant x en x + — : 2. Il est de l’une des deux formes suivantes, suivant que 
n est pair ou impair : 

Le n(n—1) 


on sin x == (— 1)? [cosnx— n cos (n — 2) x +- Fer CON 4) x —,.. 
n+1 | 
: —— s n(n—1) . 
on sin? x—(—1) ? [sin nx— n sin (n —2) x + Al sin (n — 4) x — … 


Dans les deux cas, les termes à égale distance des extrêmes seront 
encore égaux. 
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Lorsque m et n sont pairs tous deux, le procédé de décompo- 
sition suivant, qui ne demande aucun effort de mémoire, est 
commode en pratique, Soit m = 2p, n = 2q : 

1° Sip est > q, on écrit 


: è : : I—COs2%x \?-9/ sin2x \?4 
sin? xCcos2x=sin? x(sinxCcosx )1 — (EE (2e) 


(r — cos 2x)?—9sin?9 2% 
pe 22+4 


2° Si p est < q, on écrit 


sin# xCos?1 x =(sinxcosx)? Cos22—2Px = ( 


sin2x \®? /1+cos2X\9P 
2 2 


_ (sin 2x)?(r + cos 2x) 
2D+q 

On développe par la formule du binome en une somme de 
termes de la forme sin” 2x cos! 2%, mais Où À + une peut sur- 
passer p + q. Ceux où l’un des exposants À ou x est impair 
rentrent dans un cas d’intégrabilité facile. Les: autres termes 
se décomposent par le même procédé en éléments de la forme 
sin À 4x cos” 4x. On continue ainsi de suite jusqu’à ce que tous 
les termes s’intègrent. La réduction marche rapidement, puis- 
que la somme À -+ u des exposants est réduite au moins de 
moitié à chaque nouvelle décomposition. 


2 1 1. Intégration de E(x) et dx. — Cette différentielle, dans 
laquelle E(x) désigne un polynome, s’intègre le plus facilement 
par la formule d'intégration par parties. On à 


fe (x)etr dx = À (x) ee — TL [E' (x) er dx. 


Cette formule fait dépendre l'intégrale proposée d’une autre 
de même forme, mais où le degré du polynome est abaïissé d’une 
unité. C’est une formule de réduction. En l’appliquant de proche 
en proche, il vient 

I 
[EG ÉE EC ) — E Aa +5... 

Cette formule s’arrête d’elle-même quand les dérivées de- 

viennent identiquement nulles. 


REMARQUE 1. — Il existe une expression symbolique utile de 
l'intégrale précédente. Décomposons-la en une somme d’autres, 
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ne renfermant qu’un seul terme du polynome E (x). Chacune de 
celles-ci s’intègre par la formule symbolique (4) du n° (192) ; on 
a ainsi, pour n — 0, I, 2, 3...., 


1 eat dx = D} + C. 


Si l’on multiplie chacune de ces formules par le coefficient 
de x” dans E (x) et si l’on fait leur somme, on trouve l’équation 
suivante, remarquable par sa concision : 


JE Go er dx = E (D) + C. 


REMARQUE II. — On ramènerait à la précédente les différen- 
tielles des n° 212, 213 et 214 en remplaçant les lignes trigono- 
métriques par des exponentielles imaginaires, au moyen des 
formules d’Euler données à la fin du volume, maïs nous écar- 
tons cette méthode pour le moment. Elle serait cependant la 
plus simple. 


212. Intégration de E(x) sin ax dx et de E(x) cos ax dx. — Ces 
différentielles, dans lesquelles E(x) désigne encore un poly- 
nome, s’intègrent par parties et s’obtiennent par un calcul 
analogue au précédent. Une première intégration par parties 
donne 


sin ax 


fe (x) cos ax dx == E(x) ——— —{f#"(s) sin ax dx, 


COS ax 


JEt) sin ax dx =—E(x) + JE (x) cos ax dx. 


Ces deux formules ensemble fournissent une méthode de ré- 
duction. En les employant alternativement, il vient : 


J E(x) cos ax dx — "2% | E( +420 — se) 
4 cos “ax (x) ET EL æ | LC 
JE() sin ax dx = SR 2% EE E", OR ] 
cos Le ne Es) RTE +. IG: 
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2 13. Intégration de x” e4 cos bx dx et de x” e2r sin bx dx. — 


On a 
d(e% cos bx) — e%% (a cos bx — b sin bx) dx, 


d(e4® sin bx) = e2% (b cos bx + a sin bx) dx. 
On en tire 
a d' (et sin bx) — b d (e4? cos bx) — (a? + b?) ef sin bx dx, 
b d'(e* sin bx) + a d (e cos bx) = (a? + b?) e47 cos bx dx. 


11 vient donc, en intégrant, 


: e%® (a sin bx —b cos bx) 
fer sin bx dx — TE SR ie: 
als _,.  e%(b sin bx + a cos bx 


Les intégrales plus générales proposées dans le titre, se dé- 
duisent des précédentes par la méthode de dérivation. En déri- 
vant n fois par rapport à a, il vient 


se eZ (a sin bx— b cos bx 
ess sin bx dx DRE + c, 
à . 
1 x ee cos be de De PSUIPRSEE LED) ETS 
a? —— D? 


214. Différentielles réductibles aux précédentes. — I. On peut 
réduire aux précédentes et, par conséquent, intégrer les diffé- 
rentielles de la forme générale 


Roc, er sin DX SIN ex, COSIEN COS ECRIRE 


où Ex, y,.….) désigne un polynome en x, y... el a, b, c,.. des 
constantes quelconques. 

En effet, chaque terme du polynome E contient en facteur 
un produit de sinus et de cosinus à certaines puissances. On le 
décomposera en une somme de sinus ou de cosinus par les for- 
mules indiquées au n° 210 pour la décomposition des puissances 
ou des produits de sinus ou de cosinus, formules auxquelles il 
faut ajouter 


sin Àx sin ux =} | cos (À — y) x — cos (À + ua |, 


et qui permettent de décomposer de proche en proche des pro- 
duits de deux, trois, quatre, facteurs. Après ces décomposi- 
tions, la différentielle proposée se partagera en une somme 
d’autres des divers types déjà intégrés : 
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xmenaz dx, xre2Sin px x, XIe COS DLL: 
II. On peut ramener aux précédentes et, par conséquent, 
intégrer les différentielles : 
E(x, Log x)dx, E(x,arcsinx)dx, Ex, arc cos x) dx 
où E(x, y) est un polynome en x, y. 
En effet, par les substitutions respectives 
Fo arC'Sin X —?Z, ATC COS X = Z, 
ces différentielles deviennent 
E (ez, =) e: dz, E (sin z, z) cos z dz, —E(cos z, z) sin z dz 


et elles rentrent dans celles du théorème précédent. 


215. Différentielles qui renferment la racine carrée d'un polynome du 
second degré. — Les différentielles qui ne renferment pas d'autre 
irrationalité que la racine carrée d'un polynome du second 
degré peuvent, comme nous allons le montrer, se ramener par 
substitution à des différentielles rationnelles en sin { et cos t. 
C’est un nouveau procédé d'intégration à ajouter à ceux du n° 202. 

1° Si le radical est de la forme \/a° — x?, on pose 


dx = a cos t dt, 
NES — X? —acost. 


C’est la méthode déjà rencontrée au n° 190, 3°. 
20 Si le radical est de la forme \/a° + x?, on pose 


X—1Sinét, d'où 


nr a dt 
ENT PT, 
x = atgt, d’où De 
CNE RA TS Rs 
À ES D _ cost’ 


3° Si le radical est de la forme \/x° — a°, on pose 
( dx =atgtsec tdt, 


X—as00L, d'où DIE SRE 
| Vx?— æ = atgt. 


Dans tous les cas, on peut ramener, par une substitution 
linéaire, le radical (supposé réel) à l’une de ces trois formes. 


EXERCICES. 


1. Cas d’intégrabilité facile du n° 210 : 


[sin x dx = — (cos — = cos x + = cos® ) + C. 
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fs x dx = — (cos— cos # - 5 cos #7 COSU ) + C. 
dx è 
lÈ==S (cot x + Tcot #4 COt” + )+ Ce 
EDR 
sin? # 8} 8 ee) 


LAN SR HN S x 
# .. 2) sh n cot =) + 2 Log t +C. 
2. On trouve par les formules de réduction du n° 210 : 


IE ax ___ cos# RER 


sint # 3 Sin 1005 
sin # [ I 
fn 4 : CCOSE +2 ne À )+3 Logte (T+ +2) un 
sin° # sin?+ D) 

fase _ 3costx 3cosx ne 


de __ Sin# cos # 
sin4x dx — —_—— 


sin? r+2)+< = Pros & AA ee 
3, On trouve par décomposition (n° 210) 


Ce I sin sin? 24 : 
sin{# cos? x dt = { x — RES + C. 
rie 4 3 


4. Démontrer les formules suivantes : 

dx a 

a? cos? x + b? sin? x 

(res dx = Log (2 + cos x) aie arc tg (2 ge”) + C. 
de NID 


2 + cosx 
(1 — 7 cos x) dx 


1—2rcosx* +. 


b 
parc tg (£te +) + C. 


es ms eu, 


Eur) 


x4 Re ee CI 


, 


ex s « 
eax COS? x x = ————— (a? cos? x + 24 sin x cos # +- 2) + C. 
J a (a? + 4) T 
ee : : 
ex sin? # dx = ——— (4? sin? # — 24 sin x cos # + 2) + C. 
a (a? + 4) 


ee, 


Dane (IL —) +0 
X O8 x ee “CAR PIE RES + C. 


(arc sin +)? dx = x [(arc sin #)? — 2] + 2 (arc sin #) Vi— 4? +C, 


—, —, 


(Logx}" dx =x[Log x)" —#(Logr}1+n(n—1) (Log x}?—.]4+c. 


_ “té 


CHAPITRE VI. 


Théorie élémentaire des intégrales définies. 
Intégrale de Riemann. 


S 1. Intégrales définies considérées comme 
limites de sommes. 


216. Fonctions intégrables au sens élémentaire. Première définition 
de l'intégrale définie. — Nous nous proposons ici de faire la théo- 
rie des intégrales définies sous la forme la plus élémentaire et 
non la plus générale. Nous dirons donc, quitte à généraliser 
cette définition plus tard, qu’une fonction f(x) est intégrable 
(au sens élémentaire) dans un intervalle (a, b) si elle est continue 
dans cet intervalle et, plus généralement, si, n’étant pas con- 
tinue, elle est bornée et ne possède qu’un nombre limité de 
points de discontinuité dans l’intervalle (a, b). 

Ceci posé, soit f(x) une fonction intégrable dans un intervalle 
(a, b) etayant pour bornes supérieure et inférieure les nombres 
M et m, c’est-à-dire (n° 12) que ce sont les deux nombres les 
plus rapprochés entre lesquels la fonction demeure comprise 
quand x varie dans (a, b). Décomposons l'intervalle (a, b) en 
éléments consécutifs par les points x, = 4, X,, Na, Kn+4 = D. 
Soient, en général, à = X571 — X; l'amplitude d’un des inter- 
valles élémentaires et m; la borne inférieure de f(x) dans cet 
intervalle à. Formons la somme, étendue à tous les intervalles 
à depuis a jusque b, 


On peut former une infinité de sommes analogues en faisant 
varier le mode de subdivision de l'intervalle (a, b). Maïs, puis- 
que m; est compris entre met M, toutes ces sommes sont com- 
prises entre mXd; — m (b — a) et MXÿ, — M {b — a). Elles ont 
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done en particulier une borne supérieure, c’est-à-dire qu’il 
existe un plus petit nombre qu’elles ne peuvent surpasser 
(n° 12). Cette borne est une intégrale définie ; elle se désigne 
par la notation 


(1) [re dx. 


Les quantités a et b, valeurs extrêmes de x entre lesquelles 
se fait la sommation, sont les limites de l'intégrale : a est sa 
limite inférieure, b sa limite supérieure. 

L'expression (1)se prononce intégrale ousommedeaà bf(x)dx. 

La lettre x sous le signe d'intégration est la variable d'intégra- 
tion et elle peut être remplacée par toute autre lettre, l’expres- 
sion 


[rod 


est identique à la précédente. 
L'intégrale définie jouit des deux propriétés suivantes, qui 
vont nous servir à en transformer la définition. 


2 17. Théorème de la moyenne (Cas particulier). — De même que 
les sommes s dont elle est la limite, l’intégrale (1) est comprise 
entre les deux quantités m (b — a) et M (b — a). On exprime ce 
théorème, connu sous le nom de théorème de la moyenne, par 


[' (x) dx — 


où u désigne une certaine moyenne entre les valeurs de f(x) 
dans l’intervalle (a, b), c’est-à-dire une quantité comprise entre 
m et M. 

Quand f(x) est continue dans l’intervalle (a, b), cette fonction 
prend la valeur x en un point & de l’intervalle (n° 27, VI) et l’on 


la relation 


p. (b — a), 


peut aussi écrire 


F1 


L f(x) dx = FE) (b — 2). 


218. Partage de l'intervalle d'intégration. — THÉORÈME. Si l’on 
partag'e l'intervalle (a, b) en deux autres par un point intermé- 


diaire.c, on a la relation 


[rt dx = [F6 dx + [ F6) nes 
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Observons d’abord que si l’on partage un des intervalles 
Ô,, de, par exemple &;, en deux autres à; et à par l'addition 
d’un nouveau point de subdivision, la somme 2m; augmentera 
(si elle change), car le terme m5; sera remplacé par une somme 
ms; + m; à au moins égale (puisque m,; et Ms sont > nm). 

Cecientendu, montrons que les deux membres de l’équation (2) 
ont la même définition. 

Le premier membre est la borne supérieure de toutes les 
sommes Zmÿ étendues de a à b (n° 216) ; le second est la borne 
supérieure des sommes analogues quand on s’astreint à pren- 
dre c comme point de subdivision. Mais cette restriction est 
sans conséquence, car toute somme Zmû étendue de a à b ne 
surpasse pas celle qu’on en déduit en prenant en plus c comme 
point de subdivision. 


REMARQUE. — Le théorème précédent se généralise de proche 
en proche : Si l'on partage l'intervalle (a, b) en plusieurs autres, 
l'intégrale dans l'intervalle entier est la somme des intégrales 


dans chaque partie. 


219. Définition usuelle de l'intégrale définie. — Partageons l’in- 
tervalle (a, b) en intervalles consécutifs d’amplitudes à;, dési- 
gnons par M; et m; les bornes supérieure et inférieure de f(x) 
dans l'intervalle Ô,; et formons les deux sommes : 

Z ma, Z M, 
étendues à tous les intervalles à. Nous allons démontrer le théo- 
rème suivant, qui fournit la définition usuelle de l’intégrale 
définie : 


THÉORÈME. — L'intégrale 
b 
[ f(x) dx 
(42 


est comprise entre les deux sommes ÈZmiù et EM; et est leur 
limite commune quand tous les intervalles à, tendent vers zéro. 

En effet, en vertu du théorème précédent (n° 218), l'intégrale 
dans (a, b) est la somme des intégrales dans chaque intervalle 
d, c’est-à-dire la somme des intégrales prises entre deux points 
de subdivision consécutifs x; et x;,4. On a donc 


[r) FETE INC ox 
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Le second membre est compris entre 2m; et 2M:;, car le 
théorème de la moyenne (n° 217) s'applique à chaque intégrale, 
ce qui prouve la première partie du théorème. 

Pour établir la seconde, il reste à montrer que la différence 
de ces deux sommes, à savoir 


> (M; = M) Ô, 


tend vers zéro avec tous les intervalles 0. La conclusion est 
immédiate si f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), car les 
oscillations M; — m; deviennent toutes inférieures à tout nom- 
bre donné € quand les intervalles à, deviennent tous suffisam- 
ment petits (n° 27, IV), et la somme Y(M; — m;) à; est alors 
moindre que eXè; ou € (b — a), quantité aussi petite que l’on veut 
avec €. Cette somme tend donc vers zéro. 

Cette conclusion subsiste, si f(x), restant bornée, possède un 
nombre limité de points de discontinuité entre a et b. En effet, 
donnons-nous un nombre positif w arbitrairement petit. Les 
oscillations M; — m; deviendront, comme ci-dessus, inférieures 
à e dans tous les intervalles à; qui restent à une distance > w 
des points de discontinuité, et sont, par suite, intérieurs à des 
intervalles fixes où la fonction est continue. La partie corres- 
pondante de la somme Z (M; — m;) à, aura donc pour limite zéro. 

La somme des autres intervalles à; et, avec elle, l’autre partie 
de la somme Z (M; — m;) à; peuvent être supposées aussi petites 
que l’on veut avec w, puisqu'il n’y à qu’un nombre limité de 
points de discontinuité. La limite de la somme complète ne peut 
donc encore être que zéro. 


220. Autres limites de sommes qui peuvent servir de définition à 
l'intégrale définie. — 11 est souvent utile de considérer l'intégrale 
définie comme limite d'expressions différentes des précédentes. 
Supposons f(x) intégrable dans l’intervalle (a, b) et partageons | 
encore cet intervalle par les points x, = à, Xo, .…. X, ... Xnr1 = D 
en parties d’amplitudes à;. On aura 


[ Len PHOE 


le point E; étant choisi arbitrairement dans l'intervalle à, et tous 
les intervalles à, tendant vers zéro. En effet, f(E;) étant compris 
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entre les bornes M; et m;, la somme précédente est comprise 
entre les deux expressions ZM; et Êm;, qui ont toutes deux 
pour limite l’intégrale définie, donc elle à la même limite. 

On peut choisir, en particulier, &; — x; et écrire à; — dx; ; il 
vient alors 


b 12 
[ f(x) dx = lim E f(x;)dx,. 
4 _ ii 


Ainsi l'intégrale définie peut être considérée comme /a limite 
d’une somme de différentielles. C’est même là le premier point 
de vue auquel on s’est placé pour la définir. Aussi c’est dans la 
relation précédente que l’on trouve l’origine de la notation de 
l'intégrale définie et, en particulier, du signe j qui représente 
une limite de sommes. 


221. Cas où a est > b. — Nous avons supposé jusqu'ici a < b, 
mais la définition de l'intégrale 


fr (x) dx 


comme limite de sommes et ses conséquences subsistent pour 
a > b. Seulement, comme les points de subdivision x; sont sup- 
posés numérotés dans le sens de a vers b, toutes les différences 
Xjra — Xi — d deviennent maintenant négatives et les ampli- 
tudes des intervalles élémentaires sont — à. Ecrivons donc 


b 
(22 
nous avons, par la définition antérieure, b étant < a, 


lim 2 M (— 3) = [°F des 


par conséquent, 
b 
Leo) ds = — [frs de. 
«a d 


Donc intervertir les limites d’une intégrale définie revient à 
changer son signe. 


? 


REMARQUE. — Ce théorème permet d'écrire l’équation (2) du 
n° 218 sous la forme suivante : 


[rt dx + fr) dx & [rt) dx = 0. 
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comme on à en géométrie ab + bc + ca — 0 en vertu du prin- 
cipe des signes. Sous cette forme, l'équation est symétrique en 
a, b, c. Par conséquent, elle subsiste quelle que soit la situation 
respective de ces trois points. Elle suppose seulement la fonc- 
tion intégrable (n° 216) dans tous les intervalles considérés. 


222. Signification géométrique de l'intégrale définie, — L'intégrale 
définie est susceptible d’une interprétation géométrique. Soit 
f(x) une fonction continue dans l'intervalle (a, b) ; considérons 
la courbe qui a pour équation en coordonnées rectangulaires 


y = f(x) 

et supposons, pour fixer les idées, que son ordonnée soit posi- 
tive. Proposons-nous de définir et d'évaluer l’aire comprise 
entre la courbe, l’axe des x et les deux droites x — a et x = b. 

Partageons cette aire en segments élémentaires par des paral- 
lèles à l’axe des y d’abscisses successives x,, X3,... Xn menées 
entre les droites extrêmes x = a (ou x,) et x — b (ou x»+1). Un 
segment quelconque de base x;}1 — x; (ou à) est compris entre 
deux rectangles, l’un inscrit dans le segment et l’autre circons- 
crit. Le premier à pour hauteur le minimé m; de f(x) entre 
x; et X:41, l’autre le maximé M; entre les mêmes points. Leurs 
mesures sont mù; et M. Donc l’aire à évaluer est comprise 
entre la somme 2m, des rectangles inscrits et celle ZM; des 
rectangles circonscrits. Comme ces deux sommes tendent vers 
la même limite quand tous les segments tendent vers 0, cette 
limite commune peut servir de définition et de mesure à l’aire 
que nous nous sommes proposés d'évaluer. Cette aire est donc 
égale à l’intégrale définie 


[ Aer 


Telle est l’interprétation géométrique annoncée : Une intégrale 
définie représente une aire plane. 


223. Intégrale considérée comme fonction de sa limite supérieure ; 
sa dérivée. — Remplaçons la limite supérieure b de l'intégrale 
définie par une variable X, nous formons une fonction de X : 


F(X) = [ f(x) dx. 
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Cette fonction jouit des propriétés fondamentales suivantes : 
La fonction F(X) est continue dans tout intervalle où f(X) 
est intégrable. 
En effet, pour un accroissement À de signe quelconque donné 
à X, on à (n° 221) 


[rc dx — [ nee [re dx ; 


donc, par le théorème de la moyenne (n° 217), 
X+A 
F(X +Rh)—F(X) = | f(x) dx = uh, 
ve 


où u est une valeur moyenne de f(x) dans l'intervalle de X à 
X + h. Cette relation prouve que F(X + h) — F(X) tend vers 
zéro avec h, donc F(X) est fonction continue de X, 

Supposons maintenant que f(X) soit continue au point X ; la 
valeur moyenne u tendra vers f(X) quand À tendra vers zéro, 
et l’on tirera de la dernière équation 


HN rt) CC) CRE ARRET 
h=0 k 

De là, le théorème fondamental suivant : 

La dérivée d'une intégrale définie par rapport à sa limite su- 
périeure est égale à la valeur de la fonction sous le signe d’inté- 
gration à cette limite, pourvu que cette fonction soit continue en 
ce point. 


224. Autres propriétés des intégrales définies. — I. Si f(x) se dé- 
compose en une somme de fonctions intégrables (n° 216), à savoir 
(x) + %(x) + …, la fonction f(x) est intégrable et l’on a 


(1) [rt dx = Le (x) dx + (tte) dx + … 


C’est la rêgle d'intégration par décomposition pour les inté- 
grales définies. Elle se démontre facilement au moyen de la 
définition de l’intégrale donnée au n° 220. En effet, on à 


Z F(6o) à = Lo (65) d: + E (6) à + 
Faisons tendre les à; vers zéro et passons à la limite ; par défi- 
nition, l'équation précédente sera remplacée par l’équation (1). 
II. Un facteur constant peut être mis hors du signe d'intégra- 
tion. 
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Soit, en effet, À constant ; on à, par définition (n° 220), 


[a f(x) dx = lim A f(E) à; — A lim X f(E,) à : 
4 fa res ax — À [) de. 


225. Théorème de la moyenne. — Considérons l'intégrale 


rs) #69) ds 


et supposons que la fonction à intégrer soit le produit de deux 
fonctions intégrables, l’une w(x) constamment positive dans 
l'intervalle (a, b) et l’autre f(x) comprise entre m et M. On 
aura, si b est > a, 


fo—reeno dx >0 (ue mietax > 0. 


car, les fonctions à intégrer étant positives, ces intégrales sont 
des limites de sommes positives. On peut décomposer ces inté- 
grales en deux autres et faire sortir les constantes M et m du 
signe d'intégration (n° 224) ; il vient ainsi, sans difficulté, 


M [et dx [7 (x) w(x) dx > m [e (xjdse: 


Donc, en désignant par une moyenne convenable entre les 
valeurs de f(x) dans l'intervalle (a, b), on peut écrire 


(3) Le) & 0) dx = y ('eta)d 


C’est dans cette relation que consiste le théorème de la 
moyenne. Nous l’avons établie en supposant b > a et o{x) posi- 
tif, mais elle subsiste évidemment pourvu que (x) ne change 
pas de sig'ne dans l'intervalle (a, b). 

Quand f(x) est une fonction continue dans l’intervalle (a, b), 
on peut remplacer n par f(6), où & est une valeur convenable 
de x dans cet intervalle, et écrire l’équation (8) sous la forme 
suivante : 


De b 
(4) LH g(00) due — 1) oo) dax. 


En faisant p(x) — 1 dans les formules (3) et (4), on retrouve 
celles du n° 277 : 


ee S. Ve) 


© 
I 
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mn, 


Lo dx — y [ax — à (5 — a) 
Lo de — 1E) (ax = EG — a) 


S 2. Relation entre les intégrales définies et indéfinies. 
Calcul des intégrales définies. 


226. Retour sur le chapitre précédent : Existenoe d’une fonction 
ayant pour dérivées f(x). Remarques sur les notations. — Dans tout le 
chapitre V, on à admis provisoirement le résultat suivant, 
énoncé au n° 183 : Si f(x) est continue dans l'intervalle (a, b), il 
existe une fonction ayant f(x) pour dérivée dans cet intervalle. 
Ce théorème se trouve maintenant rigoureusement établi. En 
effet, l'intégrale 


[roar 


est une fonction particulière qui jouit de cette propriete (n° 223). 
Lorsqu'il n’en résulte aucune confusion, on remplace habituel- 
lement la variable y par x dans la notation de l'intégrale pre- 
cédente, qui devient | 


| f(x) dx. | 


P242 


Cette expression a done pour dérivée la fonction f(x) écrite 
sous le signe d'intégration. Cette propriété commune des inté- 
grales indéfinie et définie : 


æ 
fr) dx, [ f(x) dx, 
a 
explique l’origine du signe Î dans la notation de la première. 


227. Relation fondamentale pour le caleul des intégrales définies. — 
Lorsque, par un procédé quelconque, on a trouvé une fonction 
continue F(x) qui admet f(x) pour dérivée dans l'intervalle 
(a, b), cette fonction ne peut différer que par une constante de 
l'intégrale définie considérée ci-dessus, car ces deux fonctions 
ont la même dérivéc. Il vient donc, C désignant une constante 
à déterminer, 


[ f(x) dx = F(x) + C. 
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En particulier, si x = a, on trouve 0 — F(a) + C, d’où l’on 
tire C — — F(a) ; par conséquent, 


[°F ds = F() — Fa); 


et, si l’on fait x = b, 


(1) LC) dx — F(b)—F (a) 


C’est la formule fondamentale pour le calcul des intégrales 
définies. On la met souvent sous la forme plus condensée 


D A) 
(? [re de = [F (1). 


Le second membre se prononce en abrégé : F(x) aux limites 
a et b. Il représente l’accroissement éprouvé par la fonction 
continue F(x) quand x passe de a à b, ce que nous appellerons 
la différence de F(x) dans l'intervalle (a, b). De là, le théorème 
suivant : 


b 
L'intégrale définie [ f(x) dx, prise entre deux limites entre 
a 


lesquelles f(x) est continue, est égale à l'accroissement d’une 
fonction continue F(x) ayant f(x) pour dérivée, quand x passe 
de a à b. 


228. Sur la manière d'employer le théorème précédent, — Le théo- 
rème précédent est fondamental. Il ramène le calcul de l’inté- 
grale définie à celui de l’intégrale indéfinie, auquel s'appliquent 
toutes les méthodes exposées dans le chapitre V. 

En effet, l'intégrale indéfinie a pour dérivée f(x) par défini- 
tion, et l'équation (2) peut s’écrire 


(3) [ MEGA | [ f(œ) dx ue 


L'intégrale indéfinie comporte une constante arbitraire, mais 
on peut la négliger pour le calcul de l’intégrale définie, car le 
théorème précédent s'applique à toute fonction ayant pour dé- 
rivée f(x). 

Lorsque la fonction F(x) est à déterminations multiples, le 
‘choix des valeurs à attribuer à F(a) et F(b) dans la formule (1) 
résulte de la condition de continuité imposée à F(x). En géne- 
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ral, on pourra choisir arbitrairement la détermination de F(a), 
mais alors celle de F(b) est imposée, car il faut que F(x) varie 
d'une manière continue de F(a) à F(b) quand x varie de a à b. 

Cette remarque s’applique, en particulier, aux inverses des 
fonctions circulaires. On a, par exemple, 

INUX 
= — arc tgb—arctga; 

mais les valeurs arc tg a et arc tg b doivent appartenir à la 
même branche de la fonction. Le plus simple est donc de con- 
sidérer la branche principale. Si l’on fait a == 0 et b = 1x, il vient 


ER (7) DURE 
oI+XS (4 4 
229. Remarque sur la définition de l'intégrale définie, — Certains 
auteurs prennent la relation (3), 


Lrco) de = | [re dx |, 


comme définition de l’intégrale définie, et considèrent comme 
une propriété l’égalité de cette expression avec une limite de 
sommes. Ce mode d'exposition peut paraître plus simple à pre- 
mière vue, mais cette simplicité est plus apparente que réelle. 
En effet, cette définition postule l’existence d’une fonction ayant 
pour dérivée f(x), et celle-ci ne peut être établie d’une manière 
générale que par la considération d’une limite de sommes. 


ainsi 


230. Intégration par décomposition et par parties. — Les règles 
d'intégration par décomposition, par parties et par substitution 
s'étendent aux intégrales définies, maïs avec des modifications 
tenant aux limites. 

Si u, v, w,... sont des fonctions intégrables de x (n° 216), on a 


h b D 
(4) [Cu + 0 — w + .…) dx = [a dx + ['o dx — | w dx + 
(4 a a a 


C’est la règle d'intégration par décomposition, déjà démon- 
trée (n° 224). 

Si u et v sont des fonctions de x ayant des dérivées intégra 
bles u' etu' dans l'intervalle (a, b), uv a pour dérivee uv' + v'u ; 


on à donc 
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[uv + u'v) dx = uv] 


œ 


et, par la règle précédente, 


b Hd: 
(5) Il UULUX = wo | — [ vu! dx. 
a L [a .a 


C’est la règle d'intégration par parties. On peut l'écrire, en . 


abrégé, 
b D b 
[ udu = | uv | —| v du, 
«a a a 


en sous-entendant que les limites sont relatives à x. 


231. Integration par substitution. — Cette règle exige un peu 
plus d'attention. Soit f(x) une fonction continue de x dans 
l'intervalle (a, b) ; posons 

x — p(t) 
et supposons : r° que, quand t varie de t, à T, o(t) varie d’une 
manière continue de a à b ; 2° que vw(t) ait une dérivée continue 
o'(t) dans l'intervalle (4, T) ; 3° que [e(#)] soit aussi continue 
dans cet intervalle. Cette dernière condition résultera d’ailleurs 
des précédentes si #(€) reste compris entre a et b, maïs nous ne 
faisons pas cette hypothèse. Je dis qu’on aura 


(6) Lo dx = [rte(0 eo dt. 


C’est la formule d'intégration par substitution. Pour la dé- 
montrer, considérons les deux fonctions de t : 


fra «+ [roswat 
AU 7 
Elles ont même dérivée. La dérivée de la seconde est la fonc- 
tion sous le signe d'intégration (n° 223). Celle de la première 
s'obtient par la règle des fonctions de fonctions : on calcule 
d’abord la dérivée de cette intégrale par rapport à sa limite 
supérieure v({), ce qui donne f{[y(t)], puis on multiplie ce résultat 
par la dérivée de o(t). On trouve dans les deux cas f{p(t)] o'(#). 
Les deux intégrales, ayant même dérivée, ne diffèrent que par 
une constante ; elle s’annulent toutes deux pour {t =t,, donc 
elles sont égales. En particulier, si { = T, il vient 
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, AS es Pen EE (ES (D dt. 
(7) [re ds — fe rte(01 #0 at 


Cette équation revient à (6), car &(#,) == a, o(T) — b. 


CAS où IL Y A DES DISCONTINUITÉS. — Plus généralement, la 
formule (6) subsiste si la fonction œ(t) est continue et si les 
fonctions f[v(t)] et &'(£) sont bornées dans l'intervalle de #, à T 
et n’ont, dans cet intervalle, qu’un nombre limité de points de 
discontinuité. 

En effet, on peut partager l'intervalle (£,, T) en parties con- 
sécutives dans lesquelles il n’y ait de discontinuités qu’à l’une 
des limites, et il suffit de démontrer que la formule (7) s’applique 
dans chaque partie, car, en additionnant les résultats, elle 
s'étend à l'intervalle entier. 

Nous pouvons donc admettre qu’iln’y ait de discontinuité qu’à 
la limite supérieure T, auquel cas nous avons (sans difficulté, 
quelque petit que soit e positif) 


p(T—E) T—E 
(ro dx = (7 fte(0] 900 de: 
101) “l 

et, à la limite pour e — 0, cette équation revient à (7) et, par 
suite, à (6). 


232. Intégrales définies généralisées. — La définition de l’inté- 
grale définie suppose les limites a et b finies et la fonction f(x) 
bornée dans l'intervalle (a, b). Si ces conditions n'ont pas lieu, 
il faut de nouvelles définitions. 

1° Soit f(x) une fonction bornée et intégrable (n° 216) dans 
l'intervalle (a, x'), quel que soit x', pourvu que x' soit > a. 
L'intégrale de f(x) dx prise entre les limites a et w est, par 
définition, la limite, si elle existe, de l'intégrale prise entre a 
et x’ quand x' tend vers l’infini et c’est une intégrale g'énérali- 
sée. On à donc 


(8) 11 fs) dx — lim [°f(a5) dx. 


LS 


Si cette limite n'existait pas, l'intégrale à limite infinie 
n’existerait pas non plus. L'existence de l'intégrale à limite 
infinie n’est pas assurée, même quand f(x) est continue. Cer- 


16 
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taines règles permettent, dans des cas étendus, de constater si 
l'intégrale à limite infinie est déterminée ou non. Nous nous en 
occuperons dans une autre partie du cours. Pour le moment, 
contentons-nous de remarquer que, si l'intégration indéfinie 
peut être effectuée, la définition de l'intégrale généralisée suffit 
pour s'assurer de son existence et la calculer. Par exemple, 
(ee) æ! æl 
[ e—% dx — lim | é dx lim ï — D = J. 


Ll=o0 Xl—00 0 


Les intégrales prises entre les limites — œ et b, ou entre 
— œ et + æ s’interprètent d’une manière analogue. 

2° Soit maintenant f(x) une fonction qui croît à l'infini quand 
x tend vers b, maïs est bornée et intégrable dans l'intervalle 
(a, b— &), quelque petit que soit e. On pose par définition, a 
étant donc supposé < b, 


b D—3 
(9) [ f(x) do lim ; f(x) dx. 


L'existence de l'intégrale généralisée est liée à celle de cette 
limite. Lorsque l’intégration indéfinie peut être effectuée, cette 
définition suffit pour le calcul, on à, par exemple, 


— = lim arc sin (1 — €) — 5 
2 2 


3° Si f(x) augmentait indéfiniment quand x tend vers a, mais 
était bornée et intégrable dans l’intervalle (a + €, b) quelque 
petit que fût e, on poseraïit d’une manière analogue 


Go)  [radx=tim | f(dx 


et l’existence de l'intégrale serait liée à celle de cette limite. 

4° Supposons enfin que f(x) devienne infinie pour un nombre 
limité de valeurs de x dans l'intervalle (a, b). Partageons cet 
intervalle en parties consécutives où f(x) n’est infinie qu’à l’une 
des limites. L'intégrale de f(x) dx dans (a, b) sera, par définition, 
la somme des intégrales dans chaque partie. Pour que l'intégrale 
généralisée existe dans l’intervalle (a, b), il faut donc qu'elle 
existe dans chaque partie, ce qui ramène aux définitions précé- 
dentes. 
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233. Extension de la formule fondamentale (1) au calcul des inte- 
grales généralisées. — I. Lorsque la fonction f(x) est continue 
pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle (a, b), sauf pour 
un nombre limité de valeurs exceptionnelles qui peuvent la 
rendre infinie, l'équation fondamentale (1) pour le calcul des 
intégrales définies (n° 227), à savoir 


[F6 dx = F(b)— F(a) 


subsiste pour l'intégrale généralisée, pourvu que la fonction 
F (x) soit continue dans tout l’intervalle (a, b) sans exception, 
et qu'elle aït f(x) pour dérivée sauf pour les valeurs exception- 
nelles. 

En effet, si b est la seule valeur exceptionnelle, l'équation (9) 
donne 


[ TG) ds = lim [F(b—e) — F(a)] = F(b)—F(a). 


La conclusion est analogue, si a est la seule valeur exception- 
nelle. S'il y à une valeur exceptionnelle c intermédiaire entre 
a et b, il vient 


La) ds — [+ frs) de = F(0)—F (a) + F()—F(0) 


/a 

Comme F(c) disparaît, on retrouve encore la même équation. 
Enfin la démonstration s'étend de proche en proche au cas où 
il y aurait plusieurs valeurs exceptionnelles intermédiaires. 

II. Si les fonctions f(x) et F(x) sont continues pour toutes 
les valeurs de x supérieures à a, et si F(x) tend vers une limite 
déterminée F(x)quand x tend vers l'infini, l'équation fonda- 
mentale, 


(f(x) dx = F(œ)— F(a), 

a 

_ subsiste encore, car, en appliquant l'équation (8), il vient 
[ f(ec) dx = lim [F(x')— F(a)] = Fo) — F(a). 

a 


234. Application au calcul de quelques intégrales définies. — Indi- 
quôns quelques applications de la formule fondamentale 


[re qu | [res dx | 


mt 
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I. Si a est différent de 0, on a 
T sin ax IT sin ar 
CDS AN AXE OR 

0 a 0 


ss , 


a 


donc, si a est entier et différent de 0, 


T 
[ cos ax dx = 0. 


O 
On conclut de là que, si m et n sont des entiers différents 


T T T 
[ COS mx cosnads=| cos(m + n)xdx + [ cos(m—n)xdx=0 
O (e) O 
tandis que, si m = n, | 
La Li T 
[ cos? mx dx = | (1 + cos 2mx) dx =—. 
0 2 Jo 2 
JI. De la relation du n° 188 : 
dx 1 bx : 
fe pure fe TAC 
on déduit 


e. FÉRSR iere tg oo arc t o|- a 
oo +b?xt ab Bt 8 2ab° 
III. De la relation du même numéro : 
dx TS a — bx 
(ae 5 Los FRE be ile 


on déduit (a, b étant positifs et a > b) 
DOUX I a + b 
[= bixi cab PB a—b 
IV. Si (a + b) et (a — b) sont positifs, on à (n° 209) 
Se 
-— arc tg NT b tg = )+C, 


(= dx 
a+Lbcosx ET 

T 
arct © — arc t | = 
! ji < Va? — b? 


rer 
Sa + bCOSX Ja? — b? 
Si, au contraire, a + b est > 0Oeta—b<0,ona 
î CHENE 
b-+acosx+1\b?—a? sin =) + 6, 


HOT: sen 
a+b cos x 4\/p? a a + b cos x 
T RAR Re nn Lt 
o DEL 
f ps nee Log —— ve £ ) 
, a+bcosx | Vh— a 
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V. Des deux relations du n° 213, à savoir 


__ e%% (a cos bx + b sin bx) 

[ES cos bx dx — DATE ETS UNE TL rite 
| e4? (a sin bx — b cos bx 

fers sin bx dx — a + C, 


on déduit, a étant positif, 


[ e—4? sin bx dx — b 


[- +] 
e-4£ cos bx dx = ———, 
[ 0 a? + b? 


{2 ah LA 
a? + b?° 

235. Intégrales obtenues par des formules de reduction. — I. Les 
formules de réduction se simplifient souvent quand on les ap- 
plique aux intégrales définies. Ainsi, de la formule 


fer e® dx = — x" ex + n [ar eT® dx, 


on conclut, si n est positif, 


Le] (+) 
[ xte-? dx =n [ x Let dx. 
(e) (e) 


Si, de plus, n est entier, cette formule donne, de proche en 


proche, 


œ @ 
[ xte-t dx = n! | e-*dx = n! 
O +0 


II. Lorsque m et n sont des entiers positifs, les formules de 
réduction (3) et (4) du n° 210 donnent les deux suivantes : 


T 


; m—I1{2. 
[ sin#x cos? x dx — | sin”? cos” x dx, 
0 m + No 


Te T 


ro n—1/fz. . 
[ sin”x cos?x dx = | sinxcos??xdx. 
0 m+nJo 


w|A 


La première subsiste pour n — 0 et la seconde pour m — 0, 
auxquels cas il vient 


TT T 
TA TL ET PE LAS 
sin” x dx — el sin”? x dx, 

0 MT 

T T 

2 NN — I 2 
[ cost x dx — | cos”? x dx. 
0 I Do 


Ces quatre formules permettent de réduire de proche en 
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proche les exposants m et n à 0 ou à 1, donc les intégrales à 
l’une des quatre suivantes : 


T T T T 
2 a. 2 EU 
I dx [ sin X dx, [' cos CRC [ sin x Cos x dx, 
(e) 0 (e) (e) 
; T I 
ayant respectivement pour valeurs LE et 


Pour abréger l'écriture, convenons de représenter par m !! le 
produit de tous les entiers non supérieurs à m mais de même 
parité que m (ce que nous pouvons appeler une semi-factorielle). 


Il viendra 
m—1)!lr , 
[ sin” x dx — | cos”? x dx — > 
0 0 (m—1)!! 


(m impair). 


m |! 
TI ot) 
us TE (m et n pairs), 
] sinx cos" XX j 
Jo (mn 1} GR) En ou te) 
(m+n)!! deux impairs. 


Lorsque m et n sont impairs, soit m = 2p + 1, n = 2q + 1, la 
formule précédente se simplifie, 


T 
2 TND 
sin??#1% Cos?2F1 x dx = — >" " 
[ e(p+qa+il 
236. Exemples de changements de variables. — I. Par la substitu- 
tion x = tg z, il vient, eu égard aux résultats précédents (m en- 
tier et positif), 


T 
SEARIUR : f RE … (2m—3)1lr 
Dot (TERECE) ne n. NET | 
IT. Par la substitution x = sin z, il vient (m entier positif) 
, Ce (em) !! 
Ce = |*cos°+ LATE 
[RC A) EUX [ cos z dz CRE 


III. Par la substitution x = sin z, il vient (m entier positif) 
; (m — 2 M x 
m , * 
PE - (sin x de — Le G 
O 


Vi— x? (HER (m impair). 


(m pair), 


m !! 
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IV. Par la substitution Vax — x? — xz, d'où x = a : (1 + 2°), 
il vient (m entier positif) 


MAT EE 0z (2m—1)!! 
a a res 2an se PE OT RP MS Se), PR Re + SU AE AS 
0 ax — x? 0 (7 + 27) UE (2m) I! 


V. Par la substitution x — sin? z, il vient (p, q entiers positifs) 


ra”. 


T 


il XP (1 — x)2 dx — 2 [sin z cos?2+1 3 dz RON LE LENS 
0 0 (DEEE T) 


VI. Par la substitution x — z : (1 + z), la même intégrale se 
transforme dans 
LOMME pla! 
o Œ+FSPRE (p+q+i) 


23"7. Formule de Wallis. — Soient n un nombre entier positif 
et x une variable comprise entre 0etr:2;0n2 
SIN PNR SIN VX <a Sin 1 2%, 
par conséquent, 


T 


sh AA ie 
J sin?+1 x dx < | sin?” x dx < sin?! x dx 
[e] [0] e0 


A 


et, en remplaçant les intégrales par leurs valeurs numériques, 


(an) !! (2n—z1)!llr (en —2)!l 
@n+ni (nl 2°(en—1nl 


On déduit de ces inégalités 


(Or PT ENT T (COTÉES 
eu an Disois el on 


donc, 8 étant compris entre 0 et 1, 


LE | (2n) !! EE 
2 [(2n—1:)!!] 2n +0 
Faisant tendre n vers l'infini, et observant que (2n) : (2n + 0) 
tend vers l’unité, on obtient la formule de Wallis 


poire 


no L(2n —1)!!} n° 


238. Intégrales obtenues par des artifices de calcul. Exemples, — 
L'intégration indéfinie est le procédé le plus important pour 
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calculer les intégrales définies, maïs ce n’est pas le seul. Cer- 
taines intégrales définies se déterminent par des artifices de 
calcul, sans qu'il soit possible d'obtenir sous forme finie les 
intégrales indéfinies correspondantes. 
I. Un des exemples les plus remarquables est fourni par 
l'intégrale généralisée 
| œ 
( e—2? dx, 
-0 
qui joue un rôle important en calcul des probabilités. Pour la 
calculer, établissons d’abord quelques inégalités. 
La fonction (1 + a«)je-%, ayant sa dérivée — ae: de signe 
contraire à «, atteint son maximé (qui est 1) pour «x =: 0. Nous 
avons donc, en remplaçant a par + x?, 


(+ x?)e" < 1, (1—x?)e < 1; 
d’où les deux inégalités 
; : I 
I— X? < EP < ———, 
É “ I + x? 


Elevons-les à la puissance positive n, en supposant 1 — x? 
positif dans la première, nous trouverons 


(z 


Comme nous avons 


f e2? dx = Vn il enr dx >vn | ee? dx, 
(4) 
nous tirons des inégalités précédentes, pour n entier (n° 236), 
OUR HRUx (2n —3)llr 
mn‘ ‘LS # — 
[e ds < Vn | G+xÿ yn (an — 2)li2” 


$ 2n) 
e%? dx n [ 1— x?) dx = \/n SAC Ma. 
[ > Vn [ (1x) Er 
Ces deux résultats peuvent aussi s’écrire comme il suit : 


on)!! = 7 2 RS RARE 
n | (2n)!! =. > [ D Pal in. ee 1) va | 
0 ET 


an+1|(2n—1)!!\/n 2 on (en) !! 

Faisons tendre n vers l'infini ; ces deux crochets tendent 
respectivement vers Vzet 1:17 par la formule de Wallis, donC 
les deux membres extrêmes vers \r : 2, et il vient 


fe dx = Vr. 


0 2 


I 


Fo)’ e-nx? < 
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II. Comme second exemple, considérons l'intégrale suivante 


TS 

pie dx nf 2 x sin x dx TX sin X dx 

L 1 + cos?x \k 1 + cos?x rx I + cos?x 
rad 


LA 


Par la substitulion x = 7 — z, la dernière intégrale devient 
T 


Fisee sin zdz 
IT LIRCOS TS 
2 


Portons cette valeur dans l'équation précédente, nous trou- 


T 
sin 3 dz 2 3 sin 3 dz 
J 1-+ cos?z o I + COs?z ‘ 


vons 
T . 

asus 2 sin x dx AT EE T° 

LT + COS? x D I + cos? x Hi 5 Ne ve 


III. Considérons, en dernier lieu, l’intégrale suivante : 


O 


LL 
T 2 T 
[ Log (sin x) dx — [ Log (sin x) dx + Log (sin x) dx. 
9 T 
Fi 
Nous avons, d’une part, 


T 
T Du 
[ Log (sin x) dx — 2[ ; Log (sin x) dx, 
O 


O 
car, par la substitution x = x — 3, l'intégrale aux limites * : 2 
et x se transforme dans celle aux limites 0 et x : 2. 
EC x 
D'autre part, sin x — 2sin RE Per donc, en prenant les loga- 


rithmes et intégrant, nous avons 


# L x ne x 
[ Log(sinx)dx—7Log2+ [ Log{ sin )dx +[ Log( cos? )dx 
(0) #0 O 
| T LL 
= rLog2 + ; Log (sinx) dx + 2 : Log(cosx)dx 
(e) O 


T 
— rLog2 +4f°L0g (sin x) dx, 
O 


car les deux intégrales aux limites 0 et x : 2 se ramènent l’une 
à l’autre par la substitution x = (x : 2) — z et sont, par consé- 
quent, égales. | 

De la comparaison des valeurs obtenues de part et d'autre, 
nous tirons, en réduisant, la valeur de l'intégrale cherchée 
(EuLER) : 


T 


J'L0e (sin x) dx = — = Log + 
O 
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S 3. Intégrale de Riemann. 


L'intégrale de Riemann fournit la généralisation la plus directe de 
la théorie élémentaire des intégrales définies, mais elle n’a plus guère 
qu’une importance historique, car elle rentre comme cas particulier 
dans celle de Lebesgue, qui sera étudiée dans le chapitre suivant. 


239. Théorème de M. Darboux. — Soient /{x) une fonction univoque 
et bornée dans un intervalle (a, b), M et» ses bornes supérieure et 
inférieure. Partageons l'intervalle (a, b) en # parties consécutives par 
les points : 

AA do Va, Les. An An EU Us 


Désignons, en général, par à = %;44 — 44 l'amplitude d’un de ces 
intervalles, par M; et"; les bornes supérieure et inférieure de f(x) 
dans l'intervalle à. Formons les deux sommes : 


ñ# : 
S—=2M; ds, s= Dm; d. 
1 1 
Ces deux sommes sont comprises entre » (b — a) et M (b— a). Voici 
maintenant le théorème de M. Darboux : 


THÉORÈME. — Si l'on multiplie indéfiniment le nombre des points de sub- 
division, de manière que tous les intervalles à; lendent vers 0, les deux sommes 
S et s tendront respectivement vers des limites déterminées, L. et l, indépen- 
dantes du mode de subdivision adopté. 


I1 suffit de faire la démonstration pour $, car S est remplacé par —5s 
quand f est remplacé par — jf. Ensuite on peut supposer f > 0; en 
effet, si À est une constante, les sommes S relatives à / ne diffèrent 
des sommes correspondantes relatives à f + À que par une constante 
A(b — a), de sorte que le théorème sera vrai pour j s’il est vrai pour 
f + A et on peut prendre À assez grand pour que f + A soit positif. 


Supposant j positif, faisons encore une observation préliminaire : 
si l’on partage un intervalle d; en sous-éléments &;, 8; où les bornes 
supérieures de f sont M;, Male produit M; ne sera pas inférieur à 
la somme M, + M5, …… étendue aux sous-éléments de d;, ni à 
Jorhori (les termes étant positifs) à toute somme analogue qui ne 
s'étendrait qu’à une partie seulement de ces sous-éléments. 


Démontrons maintenant le théorème de M. Darboux. 


Toute somme S est > w(b — a) ; l'ensemble des sommes possibles 
admet donc une borne inférieure L. Ÿe dis que S a pour limite L quand 
les éléments Ô; tendent vers 0. 


En effet, soit : un nombre positif arbitraire. Par définition de EL, il | 
existe une somme fixe S', fournie par un certain mode de partage en 
éléments déterminés d!, telle qu’on ait S' < L +e. Considérons main- 
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tenant les éléments décroissants À; relatifs à la somme variable S, et 
partageons-les en deux classes : 1° ceux qui sont intérieurs à l’un des 
éléments fixes d! ; 20 ceux qui empiètent sur plusieurs éléments d. En 
même temps, S est partagé en deux parties S; + S:. où S se rapporte 
aux éléments de la première classe et S; à ceux de la seconde. S, est 
< S', car, par notre observation préliminaire, chaque terme de S' est 
remplacé par une somme moindre dans 5, ; ensuite S: tend vers 0 
avec les intervalles d;, car les éléments à; de la seconde classe sont en 
nombre limité (comme les intervalles fixes d/) et leur somme tend 
vers 0 en même temps qu'eux tous. On a donc 


SMS ES Le 
Donc, € étant arbitraire et S au moins égal à L, la limite de S est L. 


On prouve d’une manière analogue que s tend vers sa borne supé- 
rieure /. 


240. Ihtégrales par excès et par défaut. — Fonctions intégrables au 
sens de Riemann. — Les deux limites L et / des sommes 


> M; mdr, 


limites dont le théorème de M. Darboux établit l'existence, s'appellent 
les sntégrales par excès et par défaut (JoRDAN) de f(x) dans l'intervalle 
(a, b). On les représente par les notations 


[ (x) dx, [7 (H)d7: 


Si elles sont égales, leur valeur commune est, par définition, l’inté- 
grale définie de f(x) dx au sens de Riemann. Celle-ci se représente 


par la notation 
b 


ô 
(R) [rt dx ou simplement [re dx. 


a 


On dit, dans ce cas, que la fonction f(x) est intégrable au sens de 
Riemann, ou, en abrégé, est intégrable (R) dans l'intervalle (a, b). 


La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit intégrable (R) 
est donc que la différence L — / soit nulle, ou que l’on ait 


Dm limD(M: "0; =—0, 


Lorsque la fonction f(x) est intégrable (R) dans l'intervalle (a, b), on 
peut évidemment définir l'intégrale par la formule 


[rt ar = im £ 6) à 


les points ë; étant choisis d une manière arbitraire dans les intervalles 
d; de même indice. 
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Lorsque f(x) n’est pas intégrable (R), cette limite n'existe plus, 
mais 2 (6) à a pour limites d’indétermination (plus grande et plus 
petite limites) les intégrales par excès et par défaut. Nous conserverons 
donc un sens à l’expression | 

6 
«R) (rc &x, 
même au cas où f(x) n’est pas intégrable (R), en lui attribuant une 
valeur indéterminée dans l'intervalle des intégrales par excès et par 
défaut. 


Nous avons supposé jusqu'ici la tonction f(x) univoque. Rien n’em- 
pêche de former des sommes analogues quand f(x) est indéterminée 
pour certaines valeurs de *#, pourvu que ses limites d’indétermination 
soient connues pour chacune de ces valeurs. On conçoit, en effet, que 
la fonction puisse prendre, pour chacune des valeurs de x, toutes les 
valeurs comprises entre ces limites. La connaissance de ces limites 
permet donc d’assigner aussi les bornes supérieure et inférieure de (x) 
dans un intervalle quelconque, donc de former les deux sommes S ets 
considérées au n° 239. D'ailleurs le fait de l’indétermination n'’altère 
en rien les raisonnements, de sorte que ces deux sommes tendent 
encore vers des limites, qui sont les intégrables par défaut et par excès 
de la fonction considérée. 


Si ces deux limites sont égales, la fonction (x) est intégrable (R) et 
cette limite commune se représente comme précédemment. Cette 
extension permet de simplifier la théorie de la réduction des intégrales 
multiples (Voir t. II). 


241. Propriétés des fonctions intégrables (R). — I. Soient f(x) une 
Jfonchon intégrable (R) dans l'intervalle (a, b) et c une constante ; la fonction 
c f(x) est intégrable (R) dans le même intervalle. 


En effet, soient #; et M; les bornes de f(x) dans l'intervalle Ô;, celles 
de c f(x) seront em; et cM;. Or on a, puisque f est intégrable, 


lim 2 (CM: — cm;) à = ç lim 2 (M; — m;) d = 0, 
donc cf est intégrable aussi. 


II. La somme de plusieurs fonctions intégrables (R) dans (a, b) est intégrable 
(R) dans le même intervalle. 


Soient f = f' + fl"! +... la somme de plusieurs fonctions intégrables, 
m; et M;, m} et M}, m, et MÉse leurs bornes respectives dans à, On a 


Mi — m5 < (M; —m;) + (MS —m;) +. 
Mais, f!, fl... étant intégrables dans (a, b), 
lim Z(M!— m,)6; + lim 2 (M; —m$ +... —=0; 


donc a fortiori : 
lim Z(M; — ms) à = 0, 
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III. Le produit de deux fonctons intégrables (R) dans (a, b), est intégrable 
(R) dans le même intervalle. 


Soit f = f'f!!, le produit de deux fonctions intégrables et posihves. 
On a, avec les notations précédentes, 


M; — m MM! — mm £ MM —m!)+m{M—m!) 


et, en désignant par M'et M' les bornes supérieures de f! et de f" 
dans tout intervalle d'intégration, 


M; — mi < M'(Mi— mm!) + MM: —m!). 
Donc 


lim 2 (M; — m8 < M' lim (M; — "!) & + M'lim (M! —m"})6r. 


Le second membre a pour limite 0, puisque /! et f!! sont intégrables, 
donc le premier a fortiori a pour limite 0, ce qui prouve que j est 
intégrable. 


Le cas où f' et f!! sont de signes quelconques se ramène au précé- 
dent. On a, en effet, 


FEAR (fl — m!) Cf — m/'') + mi Em ft — mm. 


Or le second membre est une somme de fonctions intégrables, car 
les deux facteurs (f! — »"!) et (fl! — ml!) sont positifs et leur produit 
intégrable. Donc jf! f!' est intégrable (propriété IT). 


IV. Sz la fonction f est intégrable (R) dans l'intervalle (a, b) et si ses bornes 
supérieure et inférieure M et m sont de même signe, la fonction 1 : f est 
intégrable (R) dans le même intervalle. 


Supposons, pour fixer les idées, M et» positifs. L’oscillation de 
1 : / dans l'intervalle Ô; sera 
I I Mi — m: 


ji 
ES et Muse mi) 


Par conséquent, 


; L iE Er 


242. Expression par une intégrale de la différence entre les inté- 


grales par excès et par défaut. — Soit /{(x) une fonction bornée dans 
l'intervalle (4, b). Représentons par 
Osc. f(x) 


l'oscillation de f(x) au point x (n° 24). La relation que nous voulons 
établir est la suivante : 


[#0 dx — [ f(x) dx = lose. ft dx. 
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Décomposons l'intervalle (4, b) en parties consécutives À, et dési- 
gnons par M; et "m; les bornes supérieure et inférieure de f(x) et par 
À; la borne supérieure de Osc. f(x) dans chaque intervalle à;. La dé- 
monstration repose sur le lemme suivant : 


Quelque petit que soit & positif, on peut trouver un mode de décomposition 
de (a, b) en parties à; aussi petites que l'on veut, tel qu'on ait dans chacune 
d'elles 

M: — m; < A; +2. 


En effet, si, e étant donné, aucun mode de décomposition de l’inter- 
valle (a, b) ne vérifiait la condition précédente, en raisonnant comme 
dans la démonstration du théorème du n° 26, on prouverait qu’il existe 
au moins un point c dans l'intervalle (a, b), tel qu’une décomposition 
de l'intervalle (c — à, c + à) vérifiant la même condition fût impossible 
pour des valeurs aussi petites qu’on veut de à. Or cette conclusion est 
inexacte, car, à partir d’une valeur suffisamment petite de à, l’oscil- 
lation de f(x) dans l'intervalle (c— à, c + à) sera inférieure à Osc. f{c)+<. 


En second lieu, on peut vérifier la condition proposée par un mode 
de décomposition en parties aussi petites que l’on veut. En effet, 
après avoir préalablement décomposé (4, b) en parties aussi petites que 
l’on veut, on peut encore, en vertu du raisonnement précédent, subdi- 
viser chacune de ces parties de manière à réaliser la condition pro- 
posée. 


Le lemme précédent conduit facilement à la relation à démontrer. 
En effet, considérons un mode de subdivision en parties 0; vérifiant la 
condition de ce lemme, à savoir 


À; LM: — mi < À; +e, 
Multiplions par à; et sommons pour toutes les parties, il vient 
> A; p) M; er Midi <a > A, —- € (b — a). 


Faisons tendre à la fois ô; et « vers zéro ; les deux membres extrêmes 
de ces inégalités tendent vers la même limite, qui est, par définition, 
le second membre de l'équation à démontrer. Donc la limite de l’ex- 
pression du milieu, qui en est le premier membre, est la même. 


243. Longueur des ensembles linéaires (JORDAN) (*). — Soient E un 
ensemble linéaire, e(x) une fonction égale à 1 en tout point de E et à 
0 en tout autre point, 4 et b (b > a) deux nombres quelconques ; for- 
mons les deux intégrales : 


ro ô 
LE = [ e(x) dx, UE = [ e(x) dx. 


(*) Ces notions ont perdu de leur importance depuis que MM. Borel et 
Lebesgue ont donné une définition plus satisfaisante de la mesure des 
ensembles (Introduction $ 11). 
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La première est la longueur extérieure de E dans l'intervalle (a, b), la 
seconde sa longueur intérieure (au sens de M. fordan). Quand ces deux 
intégrales sont égales, leur valeur commune est la longueur de l’en- 
semble dans l'intervalle (4, b) et l’ensemble est #esurable dans cet inter- 
valle au sens de M. Fordan ou, en abrégé, mesurable (J). Lorsque l’en- 
semble E est borné par les points a et b, on dit que les expressions 
précédentes sont les longueurs de E, sans désignation d'intervalle. 


Supposons que l’on décompose l'intervalle (a, b) en parties consécu- 
tives, infiniment petites, ©, et rappelons-nous la signification des deux 
intégrales précédentes, nous pourrons énoncer les propositions sui- 
vantes, qui ont été prises comme définition par M. C. Jordan : 


La longueur extérieure de l'ensemble E dans l'intervalle (a, b) est la limite 
de la somme des parties Ô; qui contiennent un point au moins de E ; la lon- 
gueur intérienre la limile de la somme des parties qui ne renferment que des 
points de E. Ces limites sont indépendantes du mode de subdivision de (a, b) 
en intervalles Gi. 


Il suit évidemment de ces nouvelles définitions que, si Z;(CE) dé- 
signe la longueur intérieure du complémentaire de E dans l'intervalle 
(a, b), on aura 

LE + l{CE) = b — a. 

Appliquons aux deux intégrales qui mesurent les longueurs exté- 

rieure et intérieure de E la relation du n° 242. Il vient 


fé. ë fé 

[ e(x) dx - | e(x) dx | Osc. e(x) dx. 
a dose a 

Or Osc. e(x) est égal à 1 en tout point frontière de E et à 0 partout 
ailleurs. D'où les propositions suivantes : 


La différence entre les longueurs extérieure et intérieure d’un ensemble est 
égale à la longueur extérieure de l'ensemble de ses points frontières. 


Pour qu'un ensemble soit mesurable (J), il est nécessaire et suffisant que 
l'ensemble de ses points frontières soit de longueur nulle, ou que l’on ait 


[' (x) dx = 0. 


a 


244. Formes diverses de la condition d’intégrabilité (R). — La con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction bornée, f(x), soit 
intégrable (R) dans l'intervalle (a, b), est que les deux sommes Sets 
(n° 239) aient la même limite, ou que la somme -essentiellement posi- 
tive : 

nr 
S — 5 = 2 (M; Le midi 
2—=1. 
ait pour limite 0 avec tous les intervalles à. Or, quand les à; tendent 
vers 0, S tend vers sa borne inférieure, s vers sa borne supérieure, donc 
S — s vers sa borne inférieure. La condition d’intégrabilité (R) est que 
cette borne soit nulle. Donc : | 
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I. Pour que f(x) soit intégrable (R) dans l'intervalle (a, b), il faut et il 
suffit qu'à tout nombre posihif €, si petit qu'il soit, corresponde un mode de 
subdivision pour lequel on ait S—s< 2. 


La formule du n° 242 fournit une autre régle : 


IT. La condition d’intégrabiliié (R) d'une fonction bornée f(x) dans l'in- 
tervalle (a, b) est 


['Ose.f( DO) 


Telle est, en effet. la condition d'égalité des intégrales par excès et 
par défaut. Elle peut être présentée sous une forme d’une vérification 
plus commode. A cet effet, soit e un nombre positif quelconque. Dé- 
signons par Ez l’ensemble des points de l'intervalle (a, b) où l’oscilla- 
tion de f(x) est Ze. Cet ensemble dépend généralement de €. La 
considération de l’ensemble E: conduit à la règle suivante : 


III. La condition d'intégrabilité (R) d'une fonction bornée dans l'intervalle 
(a, b) est que Ke soit de longueur nulle, quel que soit &. 


En effet, soit e(x) une fonction égale à 1 en tout point de Es et à 0 
partout ailleurs, soit M — » l’oscillation de f(x) dans (a, b) ; on a évi- 
demment, pour toute valeur de x dans cet intervalle, 


ee(x) <'Osc. f(x) < e +(M—m)e(x). 


Multiplions par dx et intégrons par excès entre a et b ; il vient, E€ dé- 
signant aussi la longueur extérieure de l’ensemble Ex, 


cE: ['osc.710 dx € e(b — a) + (M — »#) Ex, 


Ces inégalités prouvent que l'intégrale ne peut être nulle que si 
Es est nul et que, réciproquement, l’intégrale sera nulle si E& est nul 
quel que soit €. 


THÉORÈME. — Toute fonction f(x) monotone et bornée dans l'intervalle 
(a, b) est intégrable (R) dans cet intervalle. 


En effet, la somme des oscillations de f(x) en tous les points de 
(a, b) ne pouvant surpasser la valeur absolue de f(b) — f(a), le nombre 
de celles qui surpassent une quantité donnée e est nécessairement 
limité et l’ensemble E: de la règle précédente est de longueur nulle. 


CHAPITRE VII. 


Intégrale de Lebosgue. 


S 1. Définition et propriétés de l'intégrale de Lebesgue. 


245. Définition de l'intégrale d’une fonction bornée, — Pour obtenir 
l'intégrale de Riemann, on commence par partager l'intervalle d’inté- 
gration et l’on multiplie la longueur de chaque partie par une ordon- 
née correspondante. M. Lebesgue suit une marche inverse ; il 
commence par diviser l’intervalle de variation de la fonction. 


. Soient E un ensemble borné de mesure "E, f(x) une fonction mesu- 

rable dans E (n° 82) et y admettant une borne inférieure met une 
borne supérieure M. Donnons-nous un intervalle (A, B) débordant 
(4, M) et décomposons-le en parties consécutives par une échelle de 
nombres croissants : 


lo = À, li, lors d;, .… ln = F: 


Désignons par & l’ensemble des points de E pour lesquels on a /5-1 
< f < 1, et aussi la mesure de cet ensemble. Formons alors les deux 
sommes : 


SD él, s = 2 él; 1. 
4—1 Â 
THÉORÈME. — Ss lous les degrés, li — l;_1, de l'échelle tendent vers 0, 


les deux sommes S et s tendent vers une limite commune, indépendante du choix 
dés échelons li. 


Cette limite est l'infégrale de Lebesgue et elle se désigne par les 
notations : 


(L) [ HER Dre [ D NE bunintetvalle) 


On supprime l'indice L quand il n’y a pas de confusion possible, 
ce qui est le cas ordinaire. 


La démonstration résulte des trois propriétés suivantes : 
10 Set s sont bornés et compris entre {("E) et M(mE). 


20 La différence S — s tend vers 0 avec les degrés de l'échelle. 
En effet, à étant le plus grand de ces degrés ; — l;_1, on a 
OLS—s—X el; — li) L dËe; = ÜmE). 
17 
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EE ER 


30 Si l’on intercale de nouveaux échelons entre les /;, S est station- 
naire ou decroissant, s stationnaire ou croissant. 


I] suit de là que S et s, étant bornés, ont une limite commune quand 
les degrés de l'échelle tendent vers 0 par intercalation de nouveaux 
échelons. Ensuite cette limite est indépendante du mode de subdivi- 
sion. En effet, soient S et s deux sommes relatives à une première 
échelle et différant de € au plus, S' et s' deux sommes relatives à une 
seconde échelle et différant de € au plus. Les quatre sommes différe- 
ront au plus de 2e, car les unes et les autres comprennent entre elles 
les deux sommes S" et 5s!/! relatives à une troisième échelle formée 
avec les échelons combinés des deux autres. 


246. Proprietés des intégrales de fonctions bornées. — I. THÉORÈME 
DE LA MOYENNE. — S3 f(x) a pour bornes 1 et M, on a immédiatement 


u (EE) < [ far < M(mE). 
E 


IT. Si un ensemble borné E est la somme d'un nombre fins ou d’une infinité 
dénombrable d'ensembles K;, E>,..…. sans points communs, ou bien n'ayant en 
commun que des ensembles de mesure nulle, l'intégrale dans E est la somme 
de celles dans F1, Eos, 


I] n’y a lieu à démonstration que s’il y a une infinité d’ensembles 
Soit S; l’ensemble E; + E: +... + E, et soit M, le maximé de |f |. 
On a, sans difficulté, 


fre [7e Er [7e <SMimE— Se). 


Mais m(E—S,)=—mE—m S, et tend vers 0 pour # infini ; il vient 
donc, la décomposition s'appliquant à S», 


[ras =tim | fax =[ il + 
EM, Sy /E1 E? 
IIT. LEMME. — Ss deux fonctions mesurables f et © diffèrent au plus de : 


dans E, leurs intégrales dans E diffèrent au plus de (mE). 


Donnons-nous une échelle de nombres /; et définissons les ensem- 
bles e;, par rapport à /, comme au n° précédent. Comme E est l’ensem- 
ble-somme des &;, on a, par la propriété précédente, 


fra=3 | o dx. 


Je; 


Mais, dans e;, w est compris entre d;-4 — e et d+1 + e. Il vient donc, 
par le théorème de la moyenne, 


D lue; — ele; <| o dx < È lie; + ebe; 
E 
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et, à la limite, les échelons tendant vers 0, 
[ fax —mE) < frar< (7 ax + e(mE). 
E JE | 


IV. L'intégrale de la somme d'un nombre limité de fonctions mesurables 
est égale à la somme des intégrales de ces fonctions. 


Il suffit de considérer la somme f ++ de deux fonctions. Si elles 
sont toutes deux constantes dans E, le théorème est immédiat. Si elles 
ne sont susceptibles que d’un nombre limité de valeurs, E se partage 
en plusieurs parties sur lesquelles les deux fonctions sont constantes 
et pour lesquelles le théorème est déjà démontré : il suffit alors d’ap- 
pliquer la propriété II. Passons au cas général. Soient ÿ, et y, les 
fractions de dénominateur # approches de f et de y par défaut à moins 
de 1 : » près. Ces fonctions ne sont susceptibles que d’un nombre limité 
de valeurs, donc l'intégrale de (fx +.) est la somme de celles de 
ÎA et de vw, ; mais, quand # tend vers l'infini, ces trois intégrales tendent 
respectivement vers celles de (f + +), de f et de y, en vertu du lemme 
précédent, ce qui démontre la proposition. 


247. Comparaison avec l'intégrale de Riemann. — Pour que l'inté- 
grale de Lebesgue soit une généralisation utile, il faut qu’elle renferme 
celle de Riemann comme cas particulier. Nous allons montrer qu’il 
en est ainsi, à l’aide des propositions suivantes : 


10 Si f est intégrable (R) dans (a, b), l'ensemble E de ses points de dis- 
continuité est de mesure nulle. 


En effet, soit &1, €, €... une suite positive décroissante tendant 
vers 0. Désignons par E; l’ensemble des points où l’oscillation de f 
est > «, et, en général, par E, celui où cette oscillation est > €, mais 
< €n_1. Chacun de ces ensembles est de longueur nulle (n° 244), donc 
aussi de mesure nulle, et l’ensemble E qui est leur somme est de me- 
sure nulle (n° 78). 


29 Une fonction f est mesurable dans tout intervalle (a, b) où l’ensemble 
de ses points de discontinuité est de mesure nulle. 


Fn effet, les seuls points-limites qui manquent à l’ensemble E(f>A) 
sont des points de discontinuté de /, dont l’ensemble est de mesure 
nulle. Donc l’ensemble E{ f > A), différence d’un ensemble fermé et 
d’un ensemble de mesure nulle, est mesurable (n° 78) et f est mesu- 
rable (n° 82). 

30 Toute fonction f intégrable (R) dans (a, b) est donc aussi intégrable (L) 
et, de plus, ses intégrales (R) et (L) sont égales. 


Décomposons (a, b) en intervalles élémentaires Ô; par des points 
intermédiaires x. Soient M; et #; les bornes de f dans 0; — %: — x5_4. 
On a, par le théorème de la moyenne pour l'intégrale de Lebesgue, 


Mid; # of? Ar < M; 
#j—1 


à oo 
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et, en sommant par rapport à #, 


b 
nn [ PPT} 


Donc l'intégrale de Lebesgue, comprise entre les deux sommes qui 
ont pour limite commune celle de Riemann, est égale à cette dernière. 


248. Intégrales de fonctions non bornées. Fonctions sommables. — 
10 Soit d’abord f(x) une fonction NON NÉGATIVE. Supposons-la me- 
surable, mais non bornée, dans l’ensemble mesurable et borné E. 
Définissons la fonction /, comme égale à f si f << #, et à nsif >". 
L'intégrale de f dans E est, par définition, la limite (finie ou infinie) 
de celle de ÿ, quand » tend vers l'infini. 


Si cette intégrale est finie, la fonction f'est sommable dans l’ensemble E (*). 


Si la fonction j n’est pas sommable, son intégrale dans E est infinie 
positive. 


Si une fonction est sommable dans un ensemble E, elle n’y devient 
infinie que dans un ensemble de mesure nulle. En effet, dans le cas 
contraire, f, serait > # dans l’ensemble, de mesure «, où f est infinie, 
son intégrale serait donc > #« et croîtrait à l'infini avec ”. 


Ces définitions s'étendent aux fonctions non négatives par un simple 
changement de signe. 


29 Considérons maintenant une fonction f DE SIGNE QUELCONQUE. 
C'est la différence jf, — ÿ: de deux fonctions non négatives, f1 étant 
égal à f ou à 0 selon que f est > 0 ou < 0et jf égal à jf ou à 0 selon 
que f/<ou > 0. La fonction f sera dite sommable dans l'ensemble E 
(borné), si fi et /f2 sont tous deux sommables dans E et alors l’intégrale 
dans j est, par définition, la différence de celles de ji et de f,:. Nous 
ne nous occuperons pas, dans ce chapitre, du cas où l’ensemble E ne 
serait pas borné. 


Si les fonctions /\ ou /2 n'étaient pas sommables, nous n’attribuerions 
à f aucune intégrale. 


Il suit évidemment des définitions que nous venons de donner que, 
si une fonction est sommable, sa valeur absolue l'est aussi, et réciproquement. 


249. Propriétés des intégrales de fonctions sommables, — I. Si f est 
sommable dans un ensemble KE, à toul nombre positif 2e eorresbond un nom- 
bre Ô. tel que l'intégrale de f soit de valenr absolue < 2e dans toute portion 
de E de mesure < à. 


I] suffit de faire la preuve pour une fonction f non négative. Défi- 


(*) M. Lebesgue n’appelle sommables que les fonctions partout finies. Nous 
ne faisons pas cette restriction, 
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nissons /; comme dans le n° précédent et prenons # assez grand pour 
que l’on ait, ce qui est possible par hypothèse, 


fre — [fr TT 


Cette relation subsiste a fortiori si l’on y remplace E par l’une de 
ses parties E;. Il s'ensuit que le nombre Ô du théorème peut-être fait 
égal à © : #, cat on aura, dans toute portion E; de mesure <0=—Ee:#, 


| fx 0e dou [rar <2. 
E, /E, 


II. Soit E l'ensemble-somme d’un nombre fini d'ensembles KE, K2,... sans 
points communs et dans lesquels f est sommable, f sera encore sommable dans 
E, ct l'on aura 


(1) fre [+ [ya + 


Il suffit encore de faire la preuve pour jf non négatit. Dans ce cas, 
on a, quelque grand que soit # (n° 246, II), | 


(2) [F2 dx = lu fr dx + + 


Quand » tend vers l'infini, le second membre de (2) a pour limite le 
second membre de (1) donc le premier membre de (2) a une limite 
finie, et celle-ci est par définition le premier membre de (1), ce qui 
prouve les deux parties du théorème. 


III. Si E (borné) est la somme d'une infinité d'ensembles sans points com- 
muns E\, E2,..., la formule (1) subsiste encore pourvu que f soit sommable 
dans E. 


Posons, en effet, 
E=— Ei 45 Ee Aer F» JE Re. 


Quand # tend vers l'infini, la mesure de R, tend vers 0. Donc, par la 
propriété I, 


lim | PA LIEU? 
tirs 


Ceci entendu, on a, par la propriété II, 


PAL Se HI fax. 


Faisons tendre x vers l'infini, le dernier terme tend vers 0 et la 
somme embrasse tous les ensembles E,, ce qui prouve le théorème. 


IV. La somme f d'un nombre limité de fonctions fi, f2,..., sommables dans 
un ensemble E, est sommable aussi et l'on a 


(8) [ré =[# FA [z HET 
E E E 
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Soit (f)x une fonction égale à f ou à N selon que f est < ou > N. 
Définissons (/: x de la même façon par rapport à f4; nous avons 


NE in + (an + + <<, 
d’où, en intégrant (n° 246, IV), 


funnar< [ox dr + [ronde + < (rar 


Faisons tendre N vers l'infini. Par définition (n° 248), la somme du 
milieu dans ces dernières inégalités a pour limite le second membre 
de l'équation (3), tandis que les deux membres extrêmes (qui com- 


prennent cette somme) deviennent tous deux égaux (à la limite) au 
premier membre de la méme équation (8). Celle-ci est donc démontrée. 


V. Si f est sommable dans Æ, on peut encore, comme on l'a fait (n° 245) 
pour définir l'intégrale d'une fonction bornée, construire, au moyen d'une 
échelle de nombres l;, deux sommes : 


= 2l;-3 Cë, S — Èles, 


l'une inférieure, l'autre supérieure à l'intégrale de f dans Æ, et aussi voisines 
que l’on veut l'une de l’autre. 


Pour simplifier, considérons seulement une fonction f non négative. 
Soit e un nombre positif aussi petit qu’on voudra. Formons une 
échelle croissant de 0 à © par degrés < &: 


lo = (, li, ti br, … 


Soit e, l’ensemble (ou la mesure de l’ensemble) des points où l’on a 
li L'f < li. Abstraction faite d’un ensemble éventuel de mesure 
nulle où / serait infini et que nous pouvons négliger pour l'intégration, 
nous avons E = 61 + 62 +. ; par conséquent (par la propriété IIT), 


[ya = > [ jdr; 


puis, en appliquant dans chaque &; le théorème de la moyenne, 


S= lie < [rs Dit =. 
2 E 


Enfin $ — s est aussi petit qu'on veut avec :, puisque, les degrés 
étant < =, nous avons 


S—Ss— 2 (li; — liu)e; < sËe; = e(mE). 


(A 


VI. [NÉGALITÉ DE SCHWARZ. — Si f? et @? sont sommables dans E, fo 
l'est aussi, car il est de valeur absolue moindre que f? + &?, et l'on a 


(ra) (fre XLra) 
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Si f et » sont constants dans E, les deux membres sont identiques. 
Si f et y ne sont susceptibles que d'un nombre limité de valeurs finies, 
l’ensemble E se partage en un nombre limité d'ensembles de mesures 
€1, €,.. OÙ j et v prennent les valeurs constantes a, b1 ; @&e, b2 ; … et 
l'inégalité précédente revient à 


(a1 O1 61 + 2 De 69 + …)? < (ai € + ai €> +.) (b° ei + bee + ….) 


ou, en posant @1 = À: : Ve, bi — Bi : Ve, etc. 
AE) (BEBE EE CARD IE PAR SEE 0, 

ce qui est exact, car le premier membre est une somme de carrés : 
(A1 Be — Ac Bi}? +. 


On passe ensuite au cas où jf et y sont bornés quelconques, puis 
sommables, par de simples passages à la limite comme précédem- 
ment (nos 246, IV et 240, I). 


250. Passage à la limite sous le signe j2 — Considérons une suite 
de fonctions fi, f2,... fn. sommables dans un ensemble E et tendant 
vers une limite (finie ou infinie) jf. Cherchons sous quelles conditions 
nous aurons 


(1) im [ ALES { Fan 


Voici le théorème fondamental : 


THÉORÈME I. — L’équation (1) est légitime si les fonctions fx sont bor- 
nées dans leur ensemble, c'est-à-dire quels que soient n et x (LEBESGUE). 


En effet, dans ce cas, la fonction-limite /, étant bornée aussi, a une 
intégrale finie et déterminée. Il suffit donc de montrer que l'intégrale 


[ (fox 


a pour limite 0 avec 1 : #, c'est-à-dire qu’elle peut être rendue aussi 
petite que l’on veut à condition de prendre # assez grand. 


Soit e un nombre positif, ensuite E, l’ensemble des points où 
|f— fn | Ze. Faisons la décomposition en deux intégrales : 


fu-rra-f[ G—p)de + | Up 


La première est aussi petite qu’on veut avec, en vertu du théorème 
de la moyenne (/ — jf» étant de valeur absolue < :), il suffit donc 
maintenant de démontrer que l'intégrale 


() [ Nr 


nl 


tend vers 0 avec I : #. 
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C’est ce qui résulte, dans ce cas-ci, du théorème connu (n° 85) sur la 
convergence, en vertu duquel "E, tend vers 0 avec 1 : #. La fonction 
sous le signe étant bornée, l'intégrale tend vers 0. 


THÉORÈME. II. — Plus généralement, l'équation (1) est légitime si les 
fonctions f, sont toutes de module inférieur à une fonction positive sommable +. 


En effet, la valeur absolue de la fonction-limite f ne surpasse pas #, 
donc f est sommable. Comme on peut négliger l’ensemble de mesure 
nulle des points où l’une des fonctions serait infinie, tout revient, 
comme dans la démonstration précédente, à prouver que l'intégrale (2) 
tend vers 0 avec mE Ceci résulte immédiatement de ce qu’elle est 
inférieure en valeur absolue à l'intégrale 


[ 29 dx, 
E, 


laquelle tend vers 0 avec "E, (n° 240, I). 


THÉORÈME III. — Lorsque la suite f1, f2,... fn, est positive el non dé- 
croissante, on a toujours 


lim (4 dx — [ras, 
n—=x '#E E 


mais les deux membres peuvent étre infinis en même temps. 


Ce théorème est un cas particulier du précédent si f est sommable, 
puisque /, ne surpasse pas la fonction positive sommable ® — f. Il 
reste seulement à montrer que, si f n’est pas sommable, le premier 
membre de l'équation est infini. 


Soit (f)}x une fonction égale à f ou à N selon que f est < ou > N; 
définissons (f, x de la même manière relativement à /4. ee la te 
bornée (fin, (72)N,... tend vers la fonction bornée (fx et il vient, 
par le théorème I, 


lim (adr> > lim [UV d= [CA dx. 


UE +, 


La dernière intégrale est infinie avec N, donc la première (qui est 
indépendante de N) est infinie. 


THÉORÈME IV. L'équation (1) est légitime, si à tout w posihf correspond 
un Ô positif tel qu'on ait, quel que soit n, 


(8) | fra |<, 


sous la condition que F soit une portion de E de mesure < Ô. Cela étant, 
f est sommable dans E. 


Montrons d’abord que f sera sommable dans E. La condition (3) 
est de telle nature que si elle a lieu pour jf, elle a aussi lieu pour 
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[fx | (car on peut prendre pour F les ensembles où f, ne change 
pas de signe). D'ailleurs | /; | a pour limite | f | . Il suffit donc de 
raisonner sur les modules. Autant admettre que les fonctions sont 
positives. Dans ce cas, on a, avec les notations de la démonstration 
précédente, 


[ (F),dx = im | (fn )y dx < lim [# Fe 


Mais la mesure de E ne surpasse pas 48 où # est un entier suffisam- 
ment grand ; donc E peut se partager en À ensembles de mesure < à 
et la dernière intégrale ne supasse pas kw. Ainsi l'intégrale de f\ est 
bornée quel que soit N, c’est-à-dire que / est sommable dans E. 


Tout revient alors à montrer, comme dans la démonstration du 
théorème I, que l'intégrale (2), qui se décompose en deux autres : 


[ja SL dx, 


tend vers0avec 1 : #, ce qui est vrai pour la première parce que f estsom- 
mable, et pour la seconde par hypothèse ("E, tendant vers 0 avec 1 : #). 


THÉORÈME V. — Soit fi, f2,... fn... une Suite positive non décroissante 
de fonctions sommables dans E, ayant pour limite f ; soit ensuite & une fonc- 
tion de signe quelconque, telle seulement que fo soit sommable dans E ; on aura 


lim [r | fo dx. 
E E 


; = 


On partage l’ensemble E en deux autres où w ne change pas de 
signe. En raisonnant sur ceux-ci séparément, on est ramené au 
théorème III. 

THÈORÈME VI. — Si la suite des fonctions fi, f2,... fn... Sommables dans E, 
lend vers une limite f, sommable aussi, de telle façon que les fonctions (f—fx }? 
sotent encore sommables et leurs intégrales dans E bornées dans leur ensemble, 
c'est-à-dire inférieures à une constante h indépendante de n, l'équation (1) 
subsiste encore (RIESZ). 

En effet, tout revient, comme dans la démonstration du théorème I, 
à montrer que l'intégrale (2), 


[ Un ds 


tend vers 0 avec "En. Ceci résulte de l'inégalité de Schwarz (n° 240), 
qui montre que le carré de cette intégrale est inférieure à 


Ge (f—fn)? dx) ( [ ; dx) e Une. 


251. Intégrale indéfinie, — Avec M. Lebesgue, nous appelerons 
intégrale indéfinie l'expression 


F(x)— [ (a) dx LC. 
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On suppose que # varie dans un intervalle où f(x) est sommable et 
que Cestune constante. D’après cette définition, si l’on désigne par A,F 
la différence de F(x) dans un intervalle «, c’est-à-dire la différence 
F(x!!) — F(x!) relative aux extrémités de l'intervalle « ou (x', x/!), on a 


[ f(x) dx=A,EF. 


Ainsi l'intégrale de f dans un intervalle a est égale à la différence de F 
dans cet intervalle. 


THÉORÈME. — L'intégrale indéfime, F(x), est une fonction à variation 
bornée, absolument continue, et sa variation totale dans (a, b) a pour valeur 


A 
| [ LA) | da. 


Nous allons prouver ces diverses propositions. Rappelons d’abord 
que toute fonction sommable, j, est la différence f; — f: de deux fonc- 
tions analogues mais non négatives (n° 248). D’après cela, nous avons 


Ft= [sde [0 da [r 7e 


en sorte que la fonction F(x) est la différence de deux fonctions con- 
tinues non décroissantes : elle est donc à variation bornée (n° 88). 


Ensuite F(x) est absolument continue. En effet, soit E l’ensemble 
d’une infinité dénombrable d’intervalles «, on a 


SAIS | fdr| € 1f1 44 


Cette dernière intégrale est aussi petite qu’on veut avec "E, par la 
propriété I du n° 240 ; donc la somme des différences absolues de F 
dans un ensemble d’intervalles tend vers 0 avec la somme de ces 
intervalles, autrement dit, F est absolument continue (n° 80). 


Cherchons maintenant la variation totale de F dans l'intervalle 
(a, b). À cet effet, partageons (a, b) d’une manière quelconque en 
intervalles consécutifs. Désignons, en général, par « ceux où la diffé- 
rence À, F est positive, par $ ceux où AG F est négative. Les sommes 
p et — » des différences positives et des différences négatives (n° 86) 
ont pour expressions : 


p=2l fax, —n—5%| fax. 
a /x B B 
Donc, si E; désigne l’ensemble des points de (a, b) où f > 0, E, celui 
où / < 0, les bornes supérieures P de p et N de # sont assujetties aux 
inégalités : 
ES f dx, N<— | fàr. 
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Mais je dis que l’égalité seule est possible et je vais le prouver pour 
P (ce qui suffit) en montrant que P ne peut être moindre que cette 
limite. 


L'ensemble E; est constitué, comme il suit : 
Es = 8+e —e!, 


d’un ensemble 8 formé d’intervalles en nombre fini et de deux en- 
sembles e' et e/ de mesures infiniment petites (n° 77). Par suite, on a 


[fax =[ far+ | fas— | f dx. 
E, AT el 


Le premier membre est une somme de différences de F(x). Dans le 
second, les intégrales sur e/ et el sont infiniment petites ; donc celle 
sur Es, différant aussi peu qu’on veut d’une somme de différences de 
F(x), ne peut être supérieure à la borne supérieure P de cette somme. 


En définitive, la variation totale P + N (n° 74) aura bien la valeur 
que nous lui avons assignée : 


js .. f dx =[ [ERA 


252. Variation d’une fonction dans un ensemble mesurable. Relation 
entre les intégrales définies et indéfinies. — Soient E un ensemble mesu- 
rable contenu dans un intervalle (a, b) et F(x) une fonction continue 
dans cet intervalle. Enfermons E (au sens étroit) dans une infinité 
dénombrable d’intervalles «1, 4,... a, n'empiétant pas (n° 74) et dési- 
gnons, en général, par A,F la différence de F(x) dans un intervalle 
«. Si la somme étendue à toutes ces différences, 


2 Aa, Fe 


est absolument couvergente, sa valeur est la variation (algébrique) de 
F(x) dans l'ensemble des a. 

Si cette variation tend vers une limite, toujours la même, quand on 
fait tendre la somme 22 des longueurs des intervalles vers la mesure 
de Æ, cette limite est la variation (algébrique) de F(x) dans l’ensemble Æ. 


THÉORÈME. — Sotent f(x) une fonction sommable dans (a, b) et F(x) son 
intégrale indéfinie. Soit E un ensemble mesurable compris dans (a, b), l'intégrale 
de f(x) dans E est égale à la variation de F(x) dans E. 


Enfermons E dans un ensemble d’intervalles « non empiétants, et 
soit CE l’ensemble complémentaire de E par rapport aux &. On a, la 
somme s'étendant aux a, 


Ag F == > ( far = (raa+ (rar 
/E 


eo À 
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Faisons tendre 2x vers ME, alors "CE tend vers 0 et la dernière 
intégrale disparaît. Il vient ainsi 


[rés — lim ZA, F—ver, de F(x)dansE. 
E œ 


S 2. Recherche des fonctions primitives. 


253. Fonctions primitives. — Les fonctions qui ont pour dérivée 
ou pour nombre dérivé une fonction donnée, sont ses fonctions primitives. 
La recherche des fonctions primitives se résout d’une manière élémen- 
taire pour une fonction continue f(x). Toutes les fonctions primitives 
de f (x) sont, en eftet, comprises dans l'intégrale indéfinie 


[re Vares 


qui est élémentaire. Mais, si on laisse de côté la condition de conti- 
nuité, le problème de trouver une fonction dont la dérivée soit une 
fonction donnée, f(x), n’admet pas en général de solution, car toute 
fonction n'est pas une dérivée. Il faut donc remplacer ce problème 
par l’un des suivants : 


19 Reconnaître si une fonction donnée est une fonction dérivée et trouver, 
dans ce cas, la fonction primitive. 


20 Reconnaître si une fonction donnée est un nombre dérivé supérieur à 
droite (ou un autre nombre dérivé) ef trouver, dans ce cas, la fonchon 
Primitive. 


L'intégrale de Lebesgue permet de remonter, dans des cas très géné- 
raux, de la fonction dérivée à la fonction primitive et de donner, en 
même temps, la Solution des problèmes précédents. Cependant la 
réponse complète ne peut s’obtenir que par une nouvelle extension de 
la notation d’intégrale qui est due à M. Dexnjoy (*}. Mais celle-ci 
repose sur un ordre de considérations qui est étranger au cadre de cet 
ouvrage et nous nous bornerons à l'intégrale de Lebesgue. 


Nous avons d’abord une remarque préliminaire à faire : 


La dérivée ou les nombres dérivés d'une fonction continue K(x) sont des 
fonctions mesurables. 


En eftet, la dérivée si elle existe, est la limite de la fonction continue 
F(x + 4) — F(+) 
k 9 


tandis que les nombres dérivés sont les limites d’indétermination de 
ce rapport et nous savons (n° 84) que ces fonctions sont mesurables. 


(*) Calcul de la primitive de la fonction dérivée la plus générale. C. R. de 
Paris, 22 avril, 1972. 
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es, 


La fonction primitive d’une dérivée bornée s'obtient simplement 
par le théorème de M. Lebesgue relatif au passage à la limite sous le 
signe |E et, quoique ce résultat rentre comme cas particulier dans les 
suivants, 1l est cependant intéressant de l’établir pour commencer. 


254. Fonction primitive d’une dérivée bornée. —— Sort F(x) une fonc- 
tion ayant une dérivée bornée f(x), on a 


[760 de = F6) — F(or 


En effet, on a, par le théorème de M. Lebesgue (n° 250), 


nn [ énaue) = (’ro de 


A=0 a 


parce que le rapport sous le signe f reste borné quand z tend vers 0. 
* Mais on peut faire la transformation 


me +n—raner- LU re de = [LT ren ds 


et appliquer le théorème de la moyenne à ces deux dernières inté- 
grales. En divisant par k#, passant à la limite et observant que F est 
continue, on trouve la formule de l'énoncé. < 


Ce théorème s'applique en remplaçant b par toute valeur x de l’inter- 
valle (a, b) ; on a donc 


F(x) = F(a) + I f(x) ax 


Donc une fonction dérivée bornée a ses intégrales indéfinies pour fonctions 
primitives. 


Le théorème précédent permet de reconnaître si une fonction me- 
surable et bornée f(x) est une dérivée. On calcule F(x) par la formule 
précédente et l’on vérifie directement si F a pour dérivée /. 


Si la fonction dérivée f(x) n’est pas bornée, le passage à la fonction 
primitive exige des raisonnements plus délicats. Les théorèmes fonda- 
mentaux ont été obtenus par M. Lebesgue, mais nous adopterons 
pour y arriver un procédé diftérent du sien, que nous avons fait con- 
naître dans l'édition précédente de ce cours et que nous allons préciser 
un peu davantage dans celle-ci. Ce procédé consiste à construire, 
comme nous allons le faire, des fonctions auxiliaires dont les déri- 
vées satisfont partout à certaines conditions d’inégalité. 


255. Fonctions majorante et minorante, — Nous donnerons ce nom 
à deux fonctions qui sont respectivement approchées par excès et par 
défaut de l'intégrale 
X 
[ f(x) dx 
a 
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et qui seront construites de manière à réaliser certaines conditions 
que nous allons indiquer. 


Soit f(x) une fonction sommable dans l'intervalle (a, b), finie sauf peut- 
être aux points d'un ensemble de mesure nulle. Nous allons construire, dans 
cet intervalle, une fonction continue, +1(x), infiniment voisine par excès de 
l'intégrale ci-dessus et dont les quatre nombres dérivés surpassent f(x) en tous 
les points où f(x) est finie. Nous l'appellerons la fonction MAJORANTE rela- 


tive à f(x). 

. Nous construirons, en même temps, une fonction MINORANTE, (x), 1nfi- 
niment voisine par défaut de la même intégrale et dont les nombres dérivés 
seront tous << f(x) en tout point où f(x) est finie. 


La construction de la fonction minorante se ramène à celle de la 
fonction majorante, car, si — Ÿ est la majorante relative à — jf, alors 
Y est la minorante relative à j. Il suffit donc de construire la majorante. 


D'autre part, il suffit de savoir construire la majorante pour jf non 
négatif. En eftet, définissons /\ (x) comme égale à f(x) ou à — N selon 
que f est > ou < — N. Pour N positif infiniment grand, l'intégrale 
de /* surpasse infiniment peu celle de j. Il suffit donc de savoir con- 
struire la majorante relative à fx. Pour cela, il suffit de construire la 
majorante relative à fn + N qui n’est pas négatif. Soit, en effet, bd: 
cette majorante, celle y, relative à /N sera 41 — Nx. 


Proposons-nous donc de construire la majorante relative à une 
fonction f(x) non négative. Soit e un nombre positif aussi petit qu’on 
voudra. Donnons-nous une échelle de nombres positifs : 


OP are 
croissant jusqu’à l'infini par degrés < &. 
Désignons par & l’ensemble des points de l'intervalle (a, b) où l’on a 
Lu TAN RER 
Désignant aussi par « la mesure de l’ensemble de même nom, nous 


aurons, par définition de l'intégrale (n° 249, V), 


Ca 2 co 
2 Inen < fdx < 2 In+1 En 
n—=0 a n=—=0 
À 
Par conséquent, puisque lx+1 — l est < e, 
co b 
2 ln En < [ f dx + e(b — a). 
n— /a 


Désignons encore par € (x) la mesure de la portion de l’ensemble 
e, comprise entre a et x. On aura, de la même manière, 


D) es (r)tes [ra < D ln+1 En (x) 
n—=0 F n=0 


et a fortiori, pour x compris dans (a, b), 
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ÿ +1 n ( 9 < (rar +e(— a 


n—=0 


Donnons-nous maintenant une suile positive €1, E2,... €»... assez 
rapidement décroissante pour que l’on ait 
È 44 En < €. 
Ceci fait, enfermons €, (au sens étroit) dans une infinité d’intervalles 


non empiétants (n° 74) d'amplitudes Ôf,... de manière qu'on ait 
ên <'EGE < en + cu. 
Appelons S* (x) la somme de tous les intervalles d* et portions d’in- 
tervalles 8* compris entre a et x. On aura a fortiori 
En (x) < S7 (4) <'en (x) + Ex. 
Je dis maintenant que la fonction 
P1(4) = ? ln44 S# (x) 


satisfait aux conditions du théorème. 


On a d’abord, par les dernières inégalités, 


E ut en (x) < g1(x) < E lnta en (4) + Z nt En 
et, a fortiori, par les précédentes 
[ra < p1(#) < (fax + «(6 — a+ e, 


Donc w,(x) est aussi voisin qu'on veut par excès de l'intégrale. Mon- 
trons que les nombres HÉANES de w.(x) surpassent f(x) en tout point 
où f (x) est finie. 


Supposons donc que f(x) tombe entre /, et l444 (exclu) ; le point x 
fait alors partie de l’ensemble &, et est intérieur au sens étroit à un 
intervalle 07 ou est la limite commune de deux FAURE eux (n° 74). 
Orona 


Qa(x + 4) — pifx) = E lu [S7 (x + 4) — Sr (x)] 


Tous les termes de la somme sont positifs avec # (ou nuls) et non 
décroissants si # augmente. Donc, si k est positif et assez petit pour 
que + + À soit encore dans le même d* que x, on aura (en ne gardant 
qu’un terme) 


PA(X + 4) — pifx) > la [SF (x + 4) — Sr (4)] 2 Haha. 


Le sens de l’inégalité changerait pour # négatif, de sorte que l’on a 
toujours, pour | # | assez petit, 


HESu e = AE 


Donc les quatre nombres dérivés, étant au moins égaux à /,+,, sont 
(OUSE 77). 
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256. Remarques sur les fonctions précédentes. — 10 Les fonctions ma- 
jorante et minorante sont telles que les différences : 


at | fax, [ fax — ox), 


sont non décroissantes. 


Il suffit évidemment de faire la preuve pour la première différence 
et cela dans le cas fondamental où f est non négatif. Conservons donc 
les notations de la démonstration précédente. 

Soit (x, x!!) un intervalle (x! > x!), La portion de l’ensemble &, con- 
tenue dans cet intervalle a pour mesure e, (x!) — e, (x!), de sorte que 
l’on a 

xl! co 
fdx LE luta [en (4) — en (x)]. 
x! n—=0 


Mais, comme on a, par définition de S*(x), 
Sz (411) — Sn (x!) > en (41) — en (x), 
il vient a fortiori 
xl co 
, dx LE pa [S* (47) — S7 (41) 
n—0 


X 
< 1 (x/) — p1(4) 
et c’est ce qu’il fallait démontrer (l'intégrale étant positive). 

29 Si f(x) est bornée dans l'intervalle (a, b), v1(x) et o2(x) sont à nombres 
dérivés bornes. 

Bornons-nous encore à la construction de +, dans le cas où f'est 
positif, ce qui est permis. Si f est borné, l'échelle /;, /2,... peut être 
bornée à un nombre limité de termes. D'autre part, l’ensemble &, est 
enfermé dans des intervalles à n’empiétant pas. Alors, le point x ne 
pouvant tomber dans l’intérieur de deux intervalles 0* de même indi- 


ce #, la dérivée de S’ (x) ne peut surpasser l'unité et celle de w1(x) ne 
peut surpasser la somme finie X},. 


257. Théorème I. — S’i2 existe une fonction f(x) intermédiaire (au sens 
large) entre les deux dérivées à droite d'une fonction continue F (x), et si 
fx) est fimie et sommable dans l'intervalle (a, b), on a,.dans cet intervalle, 


F(x) — F(a) — 1 ee 


En particulier, par conséquent, si K(x) a un nombre dérivé fini et som- 
mable À, on a (LEBESGUE) 


Ft rio [ Vus 


Construisons, pour la fonction f(x), les deux fonctions majorante et 
minorante +, et +, infiniment voisines et telles que l’on ait 


gi(x) > 1 f(x) dx > (x). 
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Les nombres dérivés de vw, sont tous > jf, ceux de w, sont tous < f 
(supposée finie) ; par conséquent, les deux fonctions 


qi) — F(x),  F(x) — ga), 


sont à nombre dérivés partout positifs et sont, conséquemment, crois- 
santes dans (a, b). Donc, #1 et #2 s’annulant par construction au 
point a, il vient | 

g1(x) > F(x) — F(a) > qe(x) ; 


‘enfin, par comparaison avec les inégalités précédentes et en rappelant 
que les fonctions +, et #, sont infiniment voisines, 


FC Era | pe 


258 .Théorème II, — L'intégrale indéfinie d'une fonction f(x) mesurable 
et BORNÉE (*) dans un intervalle (a, b), a f(x) pour dérivée presque partout. 


Nous convenons de dire, avec M. Lebesgue, qu'une propriété a lieu PRESQUE 
PARTOUT St clle a lieu sauf dans un ensemble de mesure nulle. 


Reprenons les fonctions, majorante w,, et minorante w, de la démon- 
stration précédente. Elles sont à nombres dérivés bornés puisque 
f(x) est bornée (n° 256). 


Soient A1 et A2 les nombres dérivés supérieurs à droite de +, et de 
#2 ; On a (n° 255) 
Ai Dee Az: 


Soit À le nombre dérivé supérieur à droite de l'intégrale indéfinie 

72 Celle-ci ne peut croître ni plus vite que #1 ni moins vite que 
Da (n° 256). On a donc aussi | 

| A1Z2A2Z Az. 
Si l’on compare ces inégalités aux précédentes, il vient 
HE 

d'où, en intégrant puis appliquant le théorème précédent, ce qui est 
permis (puisque A1 et A: sont bornés), 


5 5 5 
[ | A—f | ax < [ A1 dx — (a dx = (0) — 920). 


Cette dernière différence peut être supposée aussi petite qu’on veut ; 
par conséquent, 


5 
[ | A—f | dx —0 


(*) Cette restriction disparaîtra au théorème IV (n° 260). 


18 
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et À = f presque partout. Donc chacun des quatre nombres dérivés de 
l'intégrale de j est égale à f presque partout. Ils le sont donc aussi 
simultanément presque partout, ce qui prouve la proposition. 


259. Théorème III. — Sz la fonction continue K(x) est non décroissante 
dans un intervalle (a, b), l’un quelconque À de ses nombres dérivés est som- 
mable dans cet intervalle et l'on a 


b 
[a de < F@ — F(a) 


Définissons A, comme égal à À ou à # selon que A (qui est néces- 
sairement > 0) ne surpasse pas le nombre positif # ou le surpasse. 
Formons l'intégrale indéfinie 


x 


et construisons la fonction minorante v:(x) relative à cette intégrale 
et dont tous les nombres dérivés sont, par conséquent, < A» et a for- 
hori < A. Cette dernière conséquence entraîne, puisque w,(a) est nul, 


F(b) — F(a) > g2(6) 
et, en faisant tendre w, vers sa limite D,, 


F(b) ser F(a) D; (b) = fa ax, 


a 


Faisons main enant tendre # vers l'infini; cette dernière intégrale, 
étant bornée par le premier membre, tend vers une limite finie. Celle- 
ciest, par définition, l'intégrale de A, donc A est sommable. De plus, 
on obtient à la limite l’inégalité qu'il fallait démontrer. 


260. Théorème IV. — L'intégrale indéfinie d'une fonction sommable, 
bornée ou non, admel celte fonction pour dérivée presque partout (L'EBESGUE). 


Une fonction sommable est la différence de deux fonctions som- 
mables non négatives (n° 248). Il suffit donc de prouver le théorème 
pour une fonction non négative. 


Soit À le nombre dérivé supérieur à droite de 
æ 
F(+) = | Y(x)a7. 
ä 
Définissons une fonction fn égale à f ou à » selon que f est £ x 


ou > #. Le nombre dérivé supérieur à droite de l'intégrale (moins 
rapidement croissante que F) 


a 
[onde 
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sera < A, mais il est égal à fx presque partout (n° 258). Par suite, on 
a presque partout À > fn, donc > f, puisque z est quelconque ; c’est- 
à-dire que l’on a presque partout 


ANSE En RE 


Ceci posé, on a, par le théorème III précédent (F étant non décrois- 
sant), 


5 
fade < FO = [rad 
d'où l’on tire, en utilisant l’égalité précédente qui a lieu presque 
partout, 


[ana (ia dx 0. 


a a 


Donc A = f presque partout. La même chose a lieu pour les autres 
nombres dérivés, ce qui prouve le théorème. 


CoROLLAIRE. — Comme, dans le calcul d’une intégrale, on peut 
négliger l’ensemble de mesure nulle où elle n’a pas pour dérivée la 
fonction sous signe fon peut énoncer le théorème suivant(LEBESGUE). 


Une intégrale indéfinie est l'integrale indéfinie de sa dérivée considérée seu- 
lemcnt aux points où elle existe (ou supposée nulle aux autres points). 


261. Théorème V. — Une fonction continue et à variation bornée dans 
un intervalle, a une dérivée dans presque tout l'intervalle et cette dérivée est 
sommable considérée là où elle existe (LEBESGUE). 


Une fonction semblable est la différence de deux fonctions conti- 
nues non décroissantes (n° 88). Le théorème, vrai pour ces deux-ci, 
le sera pour leur différence. Il suffit donc de le démontrer pour une 
fonction F(x) continue et non décroissante. 


Soit A, un des nombres dérivés de F{(x) ; on a, pour # positif, par 
le théorème III, 


æ+h 
[ Ag dx < F(x + h) — F(x). 
É 6 
Donc la fonction 


p(x) = F(x) — fa dx 


est non décroissante ; et il en sera de même pour la fonction Y{x), 
construite avec # comme + l’est avec F, à savoir 


a 
be) = #09 — [ag ds: 
. Il vient, par l'addition de ces deux équations, 


il. (Ar + A9) dx = F(x) — Y(x). 


a 
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Cette nouvelle équation met en évidence que l’intégrale du premier 
membre ne croît pas plus rapidement que F(x) et que, par conséquent, 
son nombre dérivé (de l'espèce A) ne surpasse pas A, . Mais ce nombre 
est Af + A+ presque partout (Théorème IV), donc A4 = 0 presque 
partout. D'ailleurs, A désignant un nombre dérivé den quel- 
conque, on en conclut que » a une dérivée nulle presque partout ; 
d'ou il suit enfin que la fonction 


| fe 
F(x) = g(x) + | Ar dx 
a 
i | 
a presque partout la même dérivée que f Ar dx, c’est-à-dire Ax (Théo- 
rème IV) et cette dérivée est sommable. 


COROLLAIRE. — Une fonction K(x), continue et à variation bornée, dont 
un nombre dérivé À est fini dans un intervalle, est l'intégrale indéfinie de ce 
nombre dérivé (LEBESGUE). 


On applique le théorème I (n° 257), après avoir remarqué que A est 
sommable, car il est égal presque partout à la dérivée F'(x) qu’on 
vient de prouver sommable. 


262. Construction d'une fonction auxiliaire à dérivée finie. — Soit 
F(x) une fonction continue à variation bornée dans un intervalle (a, b), 
ayant donc (n° 261) une dérivée finie F/(x) sauf dans un ensemble E 
de mesure nulle. Enfermons E (au sens étroit pour tous les points 
sauf peut-être 2 et b) dans une infinité d'intervalles «, non empiétants, 
contenus dans (a, b) et de somme Z& inférieure à un nombre positif € 
donné. 


Ceci fait, définissons une fonction continue F,(x), voisine de F(x), 
par les deux conditions suivantes : 19 Hors des intervalles a et aux 
extrémités, F1(4) = F(x) ; 20 dans l’intérieur des «, F(x) varie linéai- 
rement de manière à coïncider avec F(x) aux extrémités. 


Cette fonction F; jouit des propriétés suivantes : 


Elle est continue et à variation boynée (car sa variation totale ne peut 
surpasser celle de F), elle a des dérivées à droite et à gauche finies dans 
(a, db), mais, en dehors des intervalles «, elle a une dérivée unique F'(x). 


Faisons la démonstration en considérant la dérivée à droite seule- 
ment. Si x est à l’intérieur (au sens étroit) ou à l’extrémité gauche d'un 
intervalle «, F, varie linéairement et a une dérivée à droite finie. 


Dans le cas contraire, x, supposé différent de d, n’est pas un point 
de E. Sa dérivée à droite sera F'{x). En effet, formons les deux quotients : 


F(x + 4) — F(x) Er) ES) 
h s h ? 


où x tend vers 0 et dont le premier tend vers F'(x) par hypothèse. Le 
second est égal au premier si 4 + 4 tombe hors des a ; et, si x + 
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tombe dans un «, il est intermédiaire entre les deux valeurs du premier 
aux extrémités de cet «, valeurs qui ont encore toutes deux pour 
limite F'(x). Donc le second quotient a pour limite F'(x). 


263. Théorème VI. — Si F(x) est continue et à variation bornée dans 
(a, b), on a 


F(b) — F(a) = [re dx + V, 


l'intégrale s'étendant aux points où F' est fime et déterminée, et V désignant 
la variation de F dans l’ensemble E des points où K' est indéterminée ou 
infinie. 


Construisons, comme au n° précédent, la fonction a dérivée finie 
F,(x) voisine de F(x); nous aurons, par le corollaire du théorème V, 


b 
F1(@6)— Fi(a)— | F'{x) dx. 


a 


Désignons par Ca l’ensemble complémentaire des intervalles &« par 
rapport à (4, b), ensemble dans lequel F, — F'. Comme, d’autre part, 
F, et F coïncident aux points # et b, l’équation précédente peut 
s’écrire (la sommation s'étendant aux «) 


A 


F(b) — F(a) = | F'@ dx + [ F'(x) dx. 


. XL 


Mais, F et F\ coïncidants aux extrémités des 4, nous avons encore, 
par le théorème V, 


| F'(x)dx = 4,F;=A.F 
et l'équation précédente devient 
F(6) — F(a) =[ F'(x) dx + SA F. 
AEA LE 


Faisons tendre 2x vers 0 ; l'intégrale dans Ca tend (n° 240, Î) vers 
celle dans (4, b), puisque l’ensemble exclu est de mesure infiniment 
petite et que cette intégrale existe (n° 261). Donc la dernière somme 
tend aussi vers une limite, toujours la même, qui sera la variation V 
de F dans E, et la dernière équation fournit celle du théorème énoncé 
par un passage à la limite. 


264. Théorème VII. — Les hypothèses sur F subsistant, la variation V 
du théorème précédent est la même que celle de F dans l’ensemble E\ (contenu 


dans E) des points où l'un (toujours le même), A, des nombres dérivés de F 
est infini. 


Nous allons, en effet, retrouver la formule du théorème précédent 
en donnant ce nouveau sens à V, 
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Formons les deux fonctions majorante et minorante, v, et w. infini- 


5% 
ment voisines de | A dx et faisons une remarque préliminaire. La 
«a 


fonction : 


F(x) — vx) = EF [a a+[ [a Ax — Po | 


est à variation bornée dans (a, b), et la somme de ses différences ou 

bien de ses variations totales, respectivement dans des intervalles 

41, 4, de somme 24, est, pour Ëx infiniment petit, infiniment voisine 
ù eh 

de la somme analogue pour la fonction F({x). En effet, considérons la 


décomposition précédente ; la somme des variations totales de fA dx 


qui est absolument continue (n° 251) est infiniment petite avec Zu, et la 


æ 
même chose a lieu pour [ À dx — v:, parce que cette fonction est 
ea 


monotone (n° 256) et infiniment petite. 


Ceci posé, enfermons E, dans «;, a, n’empiétant pas. Soit Vu(x) 
la somme des différences de F — +, dans ceux des # premiers inter- 
valles %;, 42,... 4n qui tombent entre a et x et éventuellement dans la 
portion d'un de ces intervalles encore comprise entre a et x. Soit 
Ta (x) la somme des variations totales de la même fonction dans les « 
restants ou portion d’un de ces x, toujours entre a et x. Formons la 
fonction 

F(4x) — ge(x) — Van (x) + Ta(x). 


Je dis qu’elle est non décroissante. Elle l’est, en effet, dans les » 
intervalles «;, &,... an où elle se réduit à Tx qui ne décroît jamais. 
Elle l’est encore dansles intervalles complémentaires des # précédents, 
où elle se réduit à 


F(x) — pa(x) + Tn(x), 


parce que son nombre dérivé (de même espèce que A) y est partout 
> (0. Il l’est, en effet, dans chacun des « restants, où la fonction est non 
décroissante, puisque TA croît alors comme la variation totale de 
F — +; ; il l’est encore en chaque point hors de ces «, puisque A (étant 
alors fini) surpasse tous les nombres dérivés de +, et que Tn n’a ja- 
mais les siens négatifs. 


La fonction considérée étant non décroissante dans (4, b), nous 
avons, dans cet intervalle, 


F(x) — Fa) > pa(x) + Va(x) — Tn (x). 


Faisons tendre »# vers l'infini, puis Z« vers 0 ; Th a pour limite 0 et, 
suivant la remarque préliminaire, V: pour limite la variation V(x) de 
F(x) dans la portion de E; entre a et x. Remplaçons encore #2 par sa 
limite, nous trouvons 


F{4) — F(a) > [ NUE 


«a 
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Mais l'égalité seule est possible, car on trouve des inégalités de sens 
contraire en remplaçant w par #1 et Tn par — Th. Il vient donc pour 
x = b, V étant maintenant la variation de F dans E;, 


b 
F(b) — F(a) — [ Adx + V, 


ce qui montre que V est bien le même que dans le théoréme précé- 
dent (car A = F' presque partout). 


265. Théorème VIII. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
fonction F(x) soit l'intégrale indéfinie d'une fonction sommable dans (a, b), est 
qu’elle soil absolument continue dans cet intervalle. Elle est alors l'intégrale 
indéfinie de sa dérivée considérée là où elle existe. 


En effet, si F est absolument continue, F, étant à variation bornée, 
a presque partout une dérivée f(x) et l’on a 


F(x) = Fa) + [ ft) dx + V, 


où V est la variation de F(x) dans l’ensemble de mesure nulle où sa 
dérivée n’est pas finie et déterminée (n° 263). Mais, cette variation 
étant nulle parce que F est absolument continue, le terme V disparaît. 
Donc F est une intégrale indéfinie. Réciproquement, nous avons vu 
(n° 251) qu’une intégrale indéfinie est absolument continue. 


Ce théorème entraîne les corollaires suivants : 


CoOROLLAIRE Ï[. — Une fonction absolument continue dont la dérivée est 
nulle presque partout dans un intervalle, se réduit à une constante. 


CoROLLAIRE Il. — Deux fonctions absolument continues qui ont la meme 
dérivée presque partout dans un intervalle, ne différent que par une constante 
dans cet intervalle. 


Ce théorème permet d'étendre immédiatement la règle d'intégration 
par parties à l’intégrale de Lebesgue. 


266. Intégration par parties. — Sotent o(x) et Vx) deux fonctions ab- 
solument continues dans un intervalle (a, b), on a, dans cet intervalle, 


[ee V(x) dx = EC ÿ ©] a [vo o!(x) dx, 


a 


les dérivées ?' et V' élant considérées aux seuls points où elles existent. 


En effet, si + et Ÿ sont absolument continues, leur produit &L l’est 
aussi (*) et, par conséquent, les deux membres de l'équation précé- 


(*) En effet, si w et 4 sont de valeurs absolues < M, la variation de oÙ ne 


surpasse pas en valeur absolue le produit par M de la somme des varia- 
tions absolues de + et de w, 
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0 0 


dente ont la même dérivée presque partout. Ils ne diffèrent donc que 
par une constante et cette constante est nulle, puisque les deux mem- 
bres s’annulent pour x — 4. 


La règle d'intégration par substitution admet une généralisation 
aussi étendue que la précédente mais moins immédiate. Nous lui con- 
sacterons un paragraphe spécial, où ce résultat sera établi, pensons- 
nous, pour la première fois. 


S 8. Intégration par substitution. 


26'7. Remarques préliminaires. — Soit f(x) une fonction sommable 
dans une intervalle (4, b). Soit ensuite x — y(é) une fonction absolu- 
ment continue de é, qui varie de #5 — (fo) à X = g(T), sans sortir de 
l'intervalle (a, b), quand ft varie de #, à T. Posons, dans ces intervalles, 


F(a)= (dr, ®()— Fa 


eX9 
Ces fonctions jouissent des propriétés suivantes : 


10 La fonction ®(t) est absolument continue. En effet, si l’on considère 
une infinité dénombrable de différences de À dont la somme des valeurs 
absolues tend vers 0, la somme des valeurs absolues des différences 
correspondantes de x — y(f) tend vers 0 (puisque + est absolument 
continue), donc la somme des valeurs absolues des différences corres- 
pondantes de F(v) tend aussi vers 0 (puisque Fx est aussi absolument 
continue). Il suit donc de là, d’une manière générale, qu’une fonction 
absolument continue de fonction absolument continue est absolument continue. 


2° La fonction ®(f), étant absolument continue, a, presque partout, 
une dérivée ®'({). Celle-ci est sommable quand on la considère là où 
elle existe et l’on a (n° 265) 


t 
D(1) — [ D'(#) dt. 
Lo 
30 En tout point où D(£) et o'(é) existent et où v'(E) est fini et différent 
de 0, F'(œ) existe aussi et l’on a 


D'(é) = Fe) p'(é). 


Dans Ia démonstration, supposons, pour fixer les idées, #/(f) positif. 
Alors les différences correspondantes Af et Av tendent vers 0 en restant 
de même signe, et Av passe par toutes les valeurs intermédiaires en 
même temps que A4, c’est-à-dire que Ay tend arbitrairement vers 0 
avec At. Considérons le quotient 


Ab AF(y) Ag 
HAE Av At 


Quand, Af tend vers 0, AD : Af et Ay : Af ont des limites, la seconde 
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finie et différente de 0. Il s'ensuit que le troisième rapport AF : Av 
tend aussi vers une limite déterminée (finie ou infinie), donc que la 
dérivée F'(v) existe et est égale au quotient des deux autres limites 
®D'(#) et v'(f), ce qui revient à la relation écrite plus haut. 


49 Si f(x) est bornée dans (a, b), ®'(f) s'annule en même temps que %'(#). 


C'est ce qui résulte de l'application du théorème de la moyenne à 
l’intégrale 


(+ AP 
a = (° # 


1 (#)ax. 
-P(t) 
* 50 Si f(x) est bornée, on a (voir 20) 


D) — [ “DA dt — [ Fe) #/( dt, 
ï3 a 


0 0 
l'intégrale s'étendant à tous les points où vw!(t) existe et à condition de vem- 
placer F'(o) par un nombre fixe, par exemple 1, aux points où cette derniére 
dérivée n'existerait pas. 
En effet, avec cette convention, on a presque partout, en vertu du 3° 
si v/(#) n’est pas nul et du 4° si w/(é) est nul, 
D'(#) = F'(p) pe). 


Si l’on désigne par a l'intervalle d’intégration et par A d(?) la difté- 
rence de ® dans «, on aura donc, avec la même convention, | 


A,(#) — [ F'(e) 9/9) 4, 


ex 


résultat que nous utiliserons tout à l’heure. 


268. Théorème. — Soit o(f) une fonction absolument continue dans un inter- 
valle (to, T). Faisons parcourir à t, entre ces limites, un ensemble KE; de me- 
sure non nulle ; si le point x — œ(f) varie alors dans un ensemble Ex de 
mesure nulle, la dérivée o'(f) sera nulle presque partout dans Ex. 


Soit f(x) une fonction égale à 1 dans E+ et à 0 en dehors. Il suffit 
de prouver la formule 


MOICOIC ET 


car, puisque f(x) est égale à 1 dans E; et à 0 ailleurs, cette formule 
revient à suivante : 


« 


MECICEN 


JE; 


qui entraîne le théorème énoncé. Proposons-nous donc de démontrer 
cette formule. 


Soit € un nombre positif arbitraire. Donnons-nous une suite illimitée 


positive 
E He +. He Le. <e, , 
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Ensuite à chaque terme s, de cette suite, faisons correspondre une 
fonction F,{x), non négative et < e,, définie comme il suit : 


Puisque E+ est de mesure nulle, nous pouvons l’enfermer (au sens 
étroit) dans une infinité dénombrable d’intervalles n’empiétant pas et 
dont la somme des longueurs est < en. Cela fait, Fh(x) sera, par défi- 
nition, la somme des longueurs des intervalles et (éventuellement) por- 
tion des intervalles précédents qui sont à gauche du point x. D’après 
cela, Fa(x) est bien une fonction non négative et < en. Elle est non 
décroissante, absolument continue, à nombres dérivés compris 
entre 0 et 1 (non exclus) et elle a f(x) = 1 pour dérivée dans Ex, c’est- 
à-dire partout où f (x) n’est pas nul. 


Soit P l’ensemble des points de (#, T) où v'(f) est > 0, N celui où 
w'(#) est < 0. L’équation à démontrer revient évidemment aux deux 
suivantes : 


[ Fe) | g | dt = 0, { Fe) | 8) | dt = 0. 


Comme elles se démontrent de la même façon, il suffit de prouver 
la première. 

A cet eftet, enfermons l’ensemble P dans une infinité dénombrable 
d’intervalles &1, 4... än,... n'empiétant pas et dont la somme 2x soit 
suffisamment voisine de #P pour que l’on ait, dans l’ensemble CP 
complémentaire de P par rapport aux a, 


[ lp | d<e, 
cP 


ce qui est possible puisque +! est sommable (n° 265). Posons 
D, (6) = F2 [9()]; 
et formons la somme des différences de ®, dans «1, de D: dans &, etc, 
c'est-à-dire 
205 De(r). 
n—=1 ie 
Ces différences sont respectivement de valeur absolue inférieure 


à €1, à €2,... à En, (puisque leurs deux termes sont de mêmes signes 
et moindres que ces limites), donc on a 


Ë da, D, (| <a tete <e. 


Désignons maintenant par F'(f), non une véritable dérivée, mais 
une fonction égale à F,(e) dans , à F,(+) dans 4; et, en général, à 
F,,(e) dans an quand ces dérivées existent, et à 1 dans le cas contraire. 
Comme les F;, cette fonction sera comprise entre Oet1 (non exclus) 


et égale à f(v) partout où /(+) n’est pas nul. On aura, en utilisant la 
remarque 50 du n° 267, 


Se, D (D = [| FD #0 dt 
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et l'inégalité précédente peut s’écrire 


D J F6) w'(0) dt| < 2. 
711 An : 


Mais, en réduisant le premier membre à l'intégrale suivante qui est 
à éléments positifs (ou nuls) 


[ROUE 
P 
on commet une erreur de valeur absolue moindre que 


[ Let ldt<e, 
CP 


car F'(f) ne peut surpasser l’unité. Il vient donc 


[ F'(0) ot) dt < 2e. 


-P 
Donc la mesure de l’ensemble des points de P où la fonction positive 
F'(e) p'() 


surpasse un nombre positif w, est < € : w ; et cela est vrai a fortiori 
pour la mesure (extérieure) de l’ensemble des points de P où la fonction 


F(@) p'(8 


surpasse w, car f(+®) est nul ou égal à F/({). Donc, & étant arbitraire, 
ce nouvel ensemble est de mesure nulle quel que soit w, et l’on a 


[FORCE 


269. Règle d'intégration par substitution. — Sort f(x) une fonction 
finie et sommable dans l'intervalle (a, b) ; ensuite x — q(t) une fonction de t 
absolument continue et qui varie de xo = ®(to) à X = p(T), sans sortir de 
l'intervalle (a, b), quand t varie de ty à T, on aura 


nt Li 
fn) de = [°F #10 de 
To 0 


l'intégrale s'élendant seulement aux points où ®' existe, c’est-à-dire presque tous. 


Posons 
F(x) = k f(x) dx,  D() — Ffo(9]. 


Supposons d’abord f(x) bornée dans (a, b). Alors on a, par la remar- 
que 5° du n° 267, 


4 
LORS RAOPCEZ 


en remplaçant F'(6) par 1 aux points où F’ n’existerait pas. Je dis, ce 
qui prouvera la proposition, que l’on peut remplacer dans cette 
intégrale F'(4) par /(#). 
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On sait, en effet, que F'(x) ne diffère de f(x) que dans un ensemble 
Ex de mesure nulle. Soit E; l’ensemble des points # pour lesquels 
x = 9(t) appartient à Ex. Si E; est de mesure nulle, la substitution de 
f à F' ne modifie pas l'intégrale. Elle ne la modifie pas non plus si 
E; n’est pas de mesure nulle, car alors, en vertu du théorème précé- 
dent, w'(£) est nul presque partout dans E; et la quantité à intégrer 
n’est encore modifiée par cette substitution que dans un ensemble de 
mesure nulle. 


Considérons, en second lieu, le cas où f(x) n’est pas bornée. D'ail- 
leurs, f étant toujours la différence de deux fonctions non négatives, 
nous pouvons raisonner sur une fonction f positive. 


Soit fn (x) une fonction bornée auxiliaire, égale à f(x) sf <netàn 
si f > n. Pour celle-ci, on a, sans difficulté par la démonstration précé- 
dente, 


fs IOREE [sa (o) p'(#) dé. 


Je dis qu’on obtient la formule à démontrer, par un passage à la 
limite, en faisant tendre # vers l'infini. En effet, l'intégrale de jf; (x) tend 
vers celle de f(x) supposé sommable, et l'intégrale de fn(v) #'(£) vers 
celle de j(v) #(f), pourvu que cette fonction soit sommable (n° 250, V) 
et c’est ce qu'il est facile de vérifier. 


En eftet, dans l’ensemble où w'(f) n’est pas nul, on a presque par 
tout (n° 267, 30) 
D'(4) = Fe) »'(5), 


D'(6) = f(p) p'(#), 


puisque F'(+) se confond avec (+) pour presque tous les w, donc auss- 
pour presque tous les { n’annulant pas +! (Théorème précédent). 


et, par suite, aussi 


D'autre part, dans l’ensemble où #! est nul, on a, puisque j est fini 
et le second membre nul, 


| PE 1 2 17e) ?'C) |. 


En définitive, cette inégalité a lieu presque partout, puisqu'elle est 
encore exacte dans le cas précédent. On en conclut que, son premier 
membre étant sommable, le second l’est à fortiori. 


REMARQUE. Si f(x) toujours sommable, n’était pas finie, mais deve- 
nait infinie dans un ensemble de mesure nulle, la démonstration 
précédente prouverait seulement que l’on a (f étant positif) 


x T 
f(x) dx =( Lim fx (9) w'(é) dt. 
To 20 FD 


La formule d'intégration par substitution subsistera donc encore, à 
condition de considérer le produit (+) w'() comme s’annulant avec 
g'(?) même aux points où f (y) serait infini. Cette circonstance peut 
évidemment se présenter dans un ensemble de mesure non nulle, 
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S 4. Théorèmes sur la dérivée seconde généralisée. 
Recherche de sa fonction primitive (*. 


2'70. Dérivée seconde généralisée. — Soit F(x) une fonction conti- 


nue. Posons 
AE = F(x + 4) + F(x — X) — 2F(x). 


Quand # tend vers 0, le quotient A?F : #? a une plus grande et une 
plus petite limites (finies ou infinies). Nous les appellerons les dérivées 
secondes généralisées supérieure et inférieure de F(x) au point x. Si elles sont 
égales, leur valeur commune est la dérivée seconde généralisée de F(x) en 
ce point et cette dérivée est alors unique. 


L'existence d’une dérivée seconde généralisée wnique n’entraîne pas 
celle de la dérivée seconde au sens ordinaire. Par contre, la dérivée 
seconde généralisée est unique et coïncide avec la dérivée seconde ordinaire en 
tout point où celle-cs existe. C’est là un cas particulier du théorème suivant: 


THÉORÈME. — Si F(x) admet au point x une dérivée première K'(x) con- 
limue en ce point, les dérivées secondes généralisées supérieure et inférieure 
sont intermédiaires eutre les quatre nombres dérivés du premier ordre de F'(x) 
au même point. 


Ecrivons, en effet, 


Arp — [ DEL 0 PR Ale 


25 =f 24 Rene (x + rond di. 


2t 


Quand 4, et {avec lui, tendent vers 0, le crochet dans la dernière 
intégrale a pour limites d’indétermination des moyennes entre les 
nombres dérivés à droite ou à gauche de F'(x) au point x. Le théorème 
énoncé résulte donc de l'application du théorème de la moyenne à 
cette intégrale. 


Nous allons établir maintenant sur les dérivées secondes généralisées 
quelques théorèmes fondamentaux, analogues à ceux que nous avons 
exposés au chapitre [er sur les nombres dérivés du premier ordre, et 
sur lesquels nous nous appuierons pour déterminer la fonction 
primitive. 


2'"71.Théorèmel. — Si une fonction F(x) possède une dérivée seconde généra- 
hsée supérieure POSITIVE (donc non nulle) ex tout point intérieur à l'inter- 
valle (a, b), alors, dans cet intervalle, tout arc de la courbe y — F(x) est 
_Silué au-dessous de sa corde. Au contraire, il serait au-dessus, s la dérivée se- 
conde inférieure élait négative. 


(#) Sur l'Unicité du développement trigouométrique, par Ch-J. de la Vallée Pous- 
sin, Bulletin de l'Académie royale de Belgique (Classe des Science), 1912. 
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Il suffit de démontrer la première partie de l’énoncé qui suppose la 
dérivée seconde généralisée supérieure positive. Soient AMB un arc 
quelconque de la courbe et AB sa corde. Supposons, par impossible, 
que cet arc soit en totalité ou en partie au-dessus de AB. La courbe 
étant continue, il existe au moins un point de la courbe au-dessus de 
AB tel que sa distance à AB soit la plus grande possible, mais il peut 
y en avoir plusieurs. 


Soit M celui de ces points dont l’abcisse x est la plus grande pos- 
sible ; soient M' et M deux autres points de la courbe d’abscisses 
x — het x + k. Désignons par w un nombre positif plus petit que la 
dérivée seconde généralisée supérieure au point # et prenons, ce qui 
est alors possible, # positif assez petit pour satisfaire à la condition 


DRE ENT EC ANS 


à 3 5 > wk4 > 0. 


Cette inégalité exprime que le coefficient angulaire de MM" est plus 
grand que celui de M'M ou que l’angle M'MM"! a son sommet tourné 
vers le bas, c’est-à-dire vers la corde AB. Or ceci est impossible, car, 
en ce cas, un au moins des deux côtés de cet angle, MM' ou MM, 
serait au-dessus de la parallèle menée par M à AB et l’un des deux 
points M' ou M" serait plus loin que M de AB. 


272. Théorème II. — Soit F(x) une fonction continue dans un inter- 
valle. Si l'on peut, sans sortir de cet intervalle, insérire dans la courbe y = F(x) 
une corde AB située en totalité ou en partie au-dessous (au-dessus) de l'arc 
sous-lendu AMB, l'ensemble E des points où la dérivée seconde généralisée 
supérieure (inférieure) de KF(x) est négative (positive), ne peut étre de mesure 
nulle, à moins que cette dérivée généralisée ne soit infinie négative (positive) en 
un point au moins à l’intérieur de l'intervalle considéré. 


Supposons E de mesure nulle ou même, par impossible, inexistant ; 
nous allons montrer que la dérivée seconde généralisée supérieure sera 
infinie négative, au moins en un point, si l’arc AMB passe au-dessus 
de sa corde. 


Construisons, comme dans la remarque du n° 14, une fonction (x) 
infinement petite, continue, non décroissante et douée d’une dérivée 
première infinie positive en tout point de E (supposé existant). Alors 
la fonction, infiniment petite aussi, 


[ ex) dx 


a 


possède une dérivée seconde infinie positive en tout point de E; et d’ail- 
leurs ses dérivées secondes généralisées ne sont négatives nulle part. 


Donnons-nous maintenant une constante positive € infiniment petite 
et construisons la courbe, infiniment voisine de y = F(x), 


se (x) + [let dx + e = 
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Si, par impossible, E était inexistant, on supprimerait cette intégrale. 


Cette courbe possède un arc infiniment voisin de AMB, donc, 
comme Jui, en totalité ou en partie au-dessus de sa corde. Il en résulte 
que la dérivée seconde généralisée supérieure de la fonction 


x? 


Fi) = Fa) + ['ataide+e © 


ne peut être positive pour tous les points intérieurs à l'intervalle 
considéré, en vertu du théorème précédent. Mais elle ne peut cesser 
de l'être que dans E, et encore à condition que F ait sa dérivée seconde 
généralisée infinie, ce qui prouve l'existence de E et le théorème. 


On déduit de là le théorème suivant, qui fait connaître dans quelle 
mesure une fonction est déterminée par une de ses dérivées secondes 
généralisées. 


273. Théorème III. — Deux fonctions continues, Fi(x) et F,(x), dont 
les dérivées secondes généralisées supérieures sont : 10 finies dans tout l'inter- 
valle (a, b) et 20 égales, sauf peut-être dans un ensemble E de mesure nulle, 
ne peuvent différer que par une fonction linéaire dans cet intervalle. 


Une dérivée seconde généralisée supérieure étant une plus grande 
limite, celle d’une différence vaut au moins la différence de celles 
de chaque terme. Il suit de là que les deux fonctions : 


HAE), F(x) — F,(x), 


ont leurs dérivées secondes généralisées supérieures non négatives sauf 
dansE, donc partout, car les points de E ne peuvent faire exception en 
vertu du théorème précédent. Dans ce cas, en vertu du théorème I 
(no 271), aucune des deux courbes : 


Ve F;(x) Ex Fox), LE F;(x) PF ETC), 


ne peut passer au-dessus d’une de ses cordes et, comme elles sont 
symétriques par rapport à l’axe des x, elles doivent se confondre avec 
leurs cordes. Ce.sont donc des droites et (F1 — F;) est une fonction 
linéaire. 


COROLLAIRE. (THÉORÈME GÉNÉRALISÉ DE SCHWARZ). — Une fonction 
continue dont la dérivée seconde généralisée supérieure (inférieure) est finie 
partout et nulle presque partout dans un intervalle, est une fonction linéaire. 


2'74. Condition (K). — Pour aller au delà des résultats précédents, 
il faut assigner à F(x) une condition nouvelle, tenant la place de celle 
de continuité pour le théorème de Scheeffer (n° 116). Nous l’appel- 
lerons la condition (K) et cette condition se vérifiera en particulier 
partout où F(x) aura une dérivée première unique et finie. 


Nous dirons donc que la fonction continue F(#) satisfait à la condi- 
tion (K) en un point x, si l’on peut définir deux nombres positifs infini- 
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ment petits correspondants, Let k, rendant infinimentpetitela différence 


F(x+ 4) — F(x) _ F(x +4) — F(x) 
h k 


Nous dirons que cette condition a lieu dans un ensemble E ou à 
l’intérieur d’un intervaile, si elle a lieu en tout point appartenant à 
l’ensemble ou intérieur à l'intervalle. 


REMARQUE. — Il peut être utile d'observer que, si l’on prend À = k, 
la différence ci-dessus est égale au produit 


ÂF 
? 


Or on peut faire tendre # vers 0 de manière que Â?F : 4? tende vers 
n'importe quelle valeur assignée intermédiaire entre les deux dérivées 
secondes généralisées de F(x). On en conclut que es seuls points où la 
condition (K) puisse tomber en défaut sont ceux où la dérivée seconde géné- 
yalisée de K(x) est unique et infime. 


275. Théoème IV. — Soit F(x) une fonction continue dans un inter- 
valle (a, b). Supposons qu'il existe, dans cet intervalle, un arc de la courbe 
y= F(x) passant au-dessus (au-dessous) de sa corde. On sait (THÉORÈME II) 
qu'il existé, dans ce cas, un point au moins dans l'intérieur de (a, b) où la 
dérivée seconde généralisée supérieure de K(x) est négative (positive). Soit E 
l'ensemble de tous les points semblables dans l'intérieur de (a, b). Si K(x) 
sahsfait à la condition (K) dans Æ, cet ensemble E a, dans tous les cas, la 
puissance du continu et contient un ensemble parfait, car : 

10 Si E n'est pas de mesure uulle, il contient un ensemble parfait de me- 
sure non nulle (F). 

20 Si E est de mesure nulle, la portion de E où F{x) a une dérivée se- 
conde généralisée unique et infinie négative (positive), a déjà la puissance du 
continu et contient un ensemble parfait. | 


I] suffit de prouver le 20 et d’en faire la démonstration dans l’hypo- 
thèse où l’arc passe au-dessus de la corde. 


À cet effet, revenons à la courbe, infiniment voisine de y = F{x), déjà 
considérée dans Ja démonstration du théorème II, 


y = F(n+ ['atdr+e À, 


(*) C’est là une proposition générale sur les ensembles, facile à vérifier. 
Soit l’ensemble E contenu dans (a, b) et de mesure 2e. Enfermons son com- 
plémentaire par rapport à (a, b) dans des intervalles « de manière que a 
soit << (b — a) —e ; l’ensemble des points de (4, b) non intérieurs aux a est 
parfait, de mesure € et contenu dans E. 
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et pour laquelle il existe aussi un arc AMB situé au-dessus de sa 
corde AB. Posons 


2 


F:(2) = F(x) + f eoarte 


a 

La fonction F; a sa dérivée seconde généralisée supérieure positive 

et > € en tout point où celle de F(x) n’est pas infinie négative. Donc 

celle-ci doit être infinie négative en tout point où l’on a A?F, < 0 pour 

k infiniment petit, et nous allons d’abord montrer que l’ensemble E; 
de ces points a la puissance du continu. 


Soit, au-dessus de AB, M le point de l’arc AMB dont la distance à 
AB est la plus grande possible et qui a la plus grande abscisse. Nous 
aurons en ce point, pour # infiniment petit, 


VF, < 0, 


de sorte que M est un point de E, (donc de E) et la condition (K) y 
est vérifiée pour F (et, par conséquent, aussi pour F;). Menons à AB 
par le point M la parallèle MT ; ce sera la éangente à la courbe AMB 
au point M, en convenant d'appeler ici (par extension) fangente une 
droite qui passe par M sans traverser la courbe ; et il ne peut pas y en 
avoir deux, car elles enfermeraient la courbe dans un angle, ce qui 
est contraire à la condition (K). Cette tangente sera d’ailleurs tout 
entière au-dessus de l’arc AMB, 


Soit maintenant AB/ une seconde corde, obtenue en faisant tourner 
la première dans le sens direct autour du point À, d’ailleurs suffisam- 
ment voisine de la première pour qu'il reste encore des points de l’arc 
au-dessus de AB'. Soit M' celui de ces points qui est à la distance la 
plus grande de AB'et qui a la plus grande abscisse ; au point M'la 
tangente sera parallèle à AB' et l’on aura, pour # infiniment petit, 
AFi=0, 


À chaque corde AB" intermédiaire entre AB et AB), correspond 
ainsi un point M! différent (la tangente y étant différente) où A2F, < 0, 
Donc l’ensemble E, des points où cette condition a lieu, a, comme 
nous l’avons annoncé, la puissance du continu. 


Nous allons montrer maintenant qu'il contient un ensemble parfait. 
P 


Commençons par une remarque préalable. Le point M' que nous 
avons construit est à gauche du point M, car M, étant plus éloigné de 
AB que les points de la courbe situés à sa droite, est aussi plus éloigné 
qu'eux de la droite AB". Cette remarque s'applique pour deux cordes 
quelconques. Soit donc 0 l’inclinaison d’une corde variable AB, le 
point M" correspondant se déplace toujours vers la gauche quand 0 
augmente. 


Il suit de là que le point M tend vers une position limite u quand 0 
tend vers 0, et que la tangente M'Ttend, en même temps, vers une posi- 
tion limite pT d’inclinaison 0,. D'ailleurs, la tangente variable M'T 


19 
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étant au-dessus de l’arc AMB, sa limite uT l’est aussi et la condition 
Â2F;, <0 subsiste au point &. Cette condition est donc réalisée dans 
l’ensemble décrit par le point M et aux points-limites de cet ensemble, 
donc dans un ensemble fermé qui, ayant la puissance du continu, 
contient un ensemble parfait (n° 61). 


CoROLLAIRE. — Soit F(x) une fonction continue dans l'intervalle (a, b), à 
l'intérieur duquel elle vérifie en outre la condition (K) ; st l'ensemble E des 
points où une dérivée seconde généralisée de F(x) est d’un même signe, est de 
mesure nulle, la portion de E où la dérivée seconde généralisée de KF(x) est 
unique et infinie, a la puissance du continu et contient un ensemble parfait. 


Soit E l’ensemble des points où la dérivée considérée a le même 
signe qu’au point #, par exemple le signe négatif ; A?F sera négatif 
pour un système de trois points # — #, x et # + suffisamment rap- 
prochés. Soient M’, M et M’ les points correspondants de la courbe : 
le point M sera au-dessus de la corde M'M", ce qui ramène au théo- 
rème précédent. 


2726. Théorème V. (Construction de la primitive). — Soët F(x) une 
fonchon continue dans un intervalle (a, b). S'il existe une fonction f(x) inter- 
médiaire entre les deux dérivées secondes généralisées de F(x) ou égale à l’une 
des deux, laquelle fonchion f(x) soit fimie et sommable dans l'intervalle (a, b), 
on aura, dans cet intervalle, 


æ “ 
F(x) =] dx | f(x) dx + fonction linéaire de x. 
a a 
En effet, construisons, relativement à l’intégrale 
a 
(OC) dx, 


les deux fonctions, majorante w.,(x), et minorante w,(x), du théorème 
du n° 255. Formons alors les deux fonctions nouvelles : 
æ æ 
F()— | po(x) dx, F(n— | p1(x) dx, 
Pa a 
lesquelles sont infiniment voisines l’une de l’autre et comprennent 
entre elles la fonction 


ÉOE [ fr. f os 


qui est inférieure à la première et supérieure à la seconde. Ces trois 
fonctions s’annulent pour # = 4. 


Construisons, entre les points d’abscisses a et b, les arcs AM,B;, 
AMB, AM:B: des trois courbes infiniment voisines : 


.} = F(x) — [rt dx, 


y=F@— [° 


a 


d | We 


æ 
Je = Fr) — (ei) dx. 


Ja 
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Nous avons y, > y > 72, et les trois cordes AB;, AB, AB, sont infini- 
ment voisines, mais AB est au-dessous de AB, et au-dessus de AB. 


Rappelons n° (255) que les nombres dérivés des fonctions continues 
#.(#) et #2(x) sont respectivement tous > f(x) ou tous < f(x) ; il en ré- 
sulte, en vertu du théorème du n° 270, que la dérivée seconde généra- 
lisée supérieure de y, sera plus grande que celle de F(x) diminuée de 
f(x) et, par conséquent, positive. De même, la dérivée seconde généra- 
lisée inférieure de y, sera négative. 


Appliquons donc le théorème I ; l’arc AM,B, est au-dessous de 
sa corde et l’arc AM,B2 est au-dessus de la sienne. Donc l'arc inter- 
médiaire AMB est a fortiori compris entre les deux cordes AB: et AB. 


Ainsi l’arc AMB, qui est invariable et compris entre deux droites 
infiniment voisines de la droite AB, ne peut différer de cette dernière 
droite. Soit y = px + g l'équation de cette droite ; nous avons donc 


æ HA 
INA | äx | f(x) dx = px + q, 
a «a 
ce qui prouve le théorème. 


277. Théorème VI. — Si la fonction f(x) du théorème précédent n'est 
bas finie partout, mais devient infinie dans un ensemble E, la conclusion de 
ce théorème V subsiste, pourvu que K(x) satisfasse à la condition (K) dans l'in- 
térieur de l'intervalle (a, b), et que l'ensemble E n'ait pas la puissance du 
continu, ou encore ne contienne pas d'ensemble parfait (donc, en particulier, 
si E est dénombrable). 


En effet, nos conclusions de la démonstration précédente touchant 
les signes de y, et de y: ne pourraient tomber en défaut que dans 
l’ensemble E. Mais, en vertu du théorème IV, cela ne peut modifier 
la situation relative des arcs et des cordes considérés dans la démons- 
tration. Donc les conclusions subsistent. 


278. Remarque. — Si les hypothèses de l’un des deux théorèmes 
précédents ont lieu, il en résulte que F(x) aura partout une dérivée 
première continue et presque partout une dérivée seconde, à savoir 
respectivement 


F2) — [ "fdr+h, Fa —/(x. 


CHAPITRE VIII. 


Formules fondamentales de la théorie des courbes planes. 


S 1. Tangente et normale aux courbes planes. 


2'79. Représentation analytique d’une courbe plane. — En premier 
lieu, une courbe plane peut être considérée comme le lieu des 
points du plan dont les coordonnées cartésiennes x et y sont 
liées par une équation 

(1) EC, Y) == 0, 

Nous appellerons point ordinaire de la courbe, tout point où 
les deux dérivées partielles F’, et F u sont continues et ne s’an- 
nulent pas simultanément. Les autres points de la courbe sont 
des points singuliers ; nous les supposerons, s’il en existe, 
isolés les uns des autres. 

Dans le voisinage d’un point ordinaire où Fe n’est pas nul, 
l'équation (1) définit une fonction implicite y de x (n° 169) ; on 
peut donc résoudre l’équation (1) par rapport à y et la ramener, 
au moins implicitement, à la forme 


(2) y = f(x), 
la fonction f(x) ayant, suivant les principes de dérivation des 
fonctions implicites, une dérivée continue — F : F,, 

SiF, s’annulait en un point ordinaire, F°, ne s’annulerait pas ; 
la résolution de l'équation pourrait se faire par rapport à x 
considérée comme fonction de y et l’on aurait une conclusion 
analogue à la précédente. 

Nous mettrons le plus souvent l'équation de la courbe sous la 
forme (2). Nous supposerons alors l'existence ou la continuité 
des dérivées de f(x) jusqu'à un certain ordre qui sera indiqué 
dans chaque cas particulier. Nos formules s’étendront aux 
équations de la forme (1), en vertu des règles de dérivation des 
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fonctions implicites, à condition de nous borner aux points or- 
dinaires de la courbe et de supposer l’existence ou la continuité 
des dérivées partielles de F jusqu’à l’ordre requis pour les déri- 
vées de f!. 

En second lieu, on peut considérer une courbe plane comme 
le lieu des positions successives d’un point mobile. On est alors 
conduit à exprimer les coordonnées x et y de ce point en fonc- 
tions continues d'un paramètre variable t. La courbe est alors 
définie par deux équations 


(3) DR PCT (1), 
et l’on dit que ces formules fournissent une représentation para- 
métrique de la courbe. Quand nous ferons usage de cette repré- 
sentation, nous supposerons que les fonctions + et ÿ sont conti- 
nues ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’à un certain ordre. 

Nous appellerons points ordinaires de la courbe, ceux où l’une 
au moins des deux dérivées ®'(t) ou 4'(t) est différente de 0. 

En supposant que t devienne égal à x, on reviendra, comme 
cas particulier, du mode de représentation (3) au mode de repré- 
sentation (2). 

Une courbe étant donnée sous la forme (3), il suffit d'éliminer 
t pour mettre son équation sous la forme (1). L’élimination 
pourra toujours se faire si l’une des deux équations est réso- 
luble par rapport à t, car il suffira, cette résolution faite, de 
porter la valeur de { dans l’autre équation. C’est ce qui à tou- 
jours lieu en un point ordinaire. 


280. Tangente en coordonnées cartésiennes, — Considérons d’abord 
une courbe plane, rapportée à des axes rectangulaires ou obli- 
ques, et dont l’équation soit de la forme 

Y = f(x), 
la fonction f(x) ayant une dérivée déterminée et finie. 

La tangente en un point M de la courbe est, comme on le sait 
déjà (n° 92), la limite d’une sécante qui passe par M et un autre 
point M’ de la courbe qui se rapproche indéfiniment du premier. 
Soient x, y les coordonnées de M, x + Ax et y + Ay celles de 
M'; l'équation de la sécante sera, en coordonnées courantes E, n, 


(4) re) 
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Faisons tendre le point M' vers M ; Ax et Ay tendent vers 0 
et leur quotient vers la dérivée, y', de y par rapport à x. L’équa- 
tion de la tangente au point M sera donc 


(5) de DUC) 
On met l’équation de la tangente sous forme symétrique en 
remplaçant y par dy : dx dans l’équation (5) ; elle devient ainsi 


(6) et, 


Cette nouvelle forme est indépendante du mode de représen- 
tation de la courbe. 

Supposons, en second lieu, que l’équation de la courbe soit 
de la forme plus générale 


FH(X/m) 0: 
Si M est un point ordinaire, une des deux dérivées F, ou F,, 
par exemple F,, est différente de zéro. On peut, en vertu de 


l'équation précédente, considérer y comme fonction de x, et 
l’on trouve, en dérivant totalement l’équation, 


HP U! 
Remplaçant y’ par sa valeur — F,:F,, l'équation (5) devient 
(7) ŒE—x)Fl+(n—y)F!, = 0. 


Cette forme de l’équation de la tangente est également symé- 
trique en x et en y. Elle donne lieu au théorème suivant : 

En tout point ordinaire d'une courbe K(x, y) == 0, existe une 
tangente unique et bien déterminée. Son équation s'obtient en 
différentiant totalement celle de la courbe et en remplaçant dx 
par &— x et dy par n — y. 

On remarquera que l’équation (7) devient illusoire en un 
point singulier, car F° et F} s’annulent à la fois et l'équation 
devient identique. 

Considérons maintenant une représentation paramétrique 


EE p(t), Ji (6), 
etcherchons la tangente en un point ordinaire M de cette courbe. 
L'équation de la sécante MM' est 
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Divisons les dénominateurs par l’accroissement At qu'il faut 
donner au paramètre pour passer de M à M'; faisons tendre At 
vers 0, donc M' vers M, et passons à la limite. Les quotients 
Ax : At et Ay : At tendent vers les dérivées supposées existantes, 
x' et y', de x et de y par rapport à {. L’équation de la tangente 
sera donc, puisque x’ et y' ne sont pas nuls tous deux, 


CHA 2 


LA 


(8 EL tes 


281. Normale en coordonnées rectangulaires. — La normale en 
un point M de la courbe est la perpendiculaire à la tangente en 
ce point. Supposons les axes rectangulaires. Alors les coeffi- 
cients angulaires de la tangente et de la normale sont inverses 
et de signes contraires. On peut donner à l’équation de la nor- 
male diverses formes correspondant à celles de la tangente. 

La première correspond à l’équation (6) et est indépendante 
du mode de représentation de la courbe, c’est 


(9) ŒE— x) dx + (n— y) dy = 0. 
Si l’on considère y comme une fonction de x ayant pour dé- 


rivée y', l'équation de la normale, sous la forme qui correspond 
à (5), sera | 


(10) mare 


Le 


Si la courbe a pour équation F(x, y) = 0, celle de la normale 
en un point ordinaire x, y sera 


Tr 
(11) rt au ° ». 
F> Fr 
Enfin, si x et y sont considérés comme fonctions de #, l’équa- 
tion de la normale, sous la forme qui correspond à (8), sera 


(12) GER X) EE NE) 70. 


282. Calcul de quelques segments remarquables. — Certains seg- 
ments, définis au moyen de la tangente et de la normale, se 
rencontrent naturellement dans l’étude des courbes planes ; 
nous les calculerons d’abord dans l'hypothèse d’une représenta- 
tion paramétrique, c’est-à-dire en considérant x et y comme 
fonctions de £. 
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La sous-tang'ente $, est le segment PT de l’axe des x (fig. 4), 

Y compté avec un signe déterminé du 
pied de l’ordonnée du point M jus- 
qu’au point où la tangente coupe 
l'axe des x. Les sens positifs et 


négatifs sont les mêmes que pour 

T  X les abscisses. La sous-tangente 

Fig. 4. s'obtient donc en faisant n = 0 dans 

l'équation (8) de la tangente et en tirant de là la valeur de Ë — x. 
Il vient ainsi (en coordonnées rectangulaires ou obliques) 


(13) FRERE" 


La sous-normale $, se définit par rapport à la normale comme 
S: par rapport à la tangente. C’est le segment PN dans la figure. 
Sa valeur s'obtient en posant n == 0 dans l’équation (12) et en 
tirant de là la valeur de £ — x. Il vient (en coordonnées rectan- 
gulaires) : 

(14) Sn = IV. 


Les longueurs T et N de la tangente et de la normale sont les 
longueurs absolues MT et MN, comprises sur ces droites entre 
la courbe et l'axe des x. On a donc (en coordonnées rectangu- 
laires) : 

Te VS+y= rx Eye, 
(15) : 


Ne VS? + y?— LE T Va"? + y". 


La distance P de l'origine à la tangente se tire de l’équation 
de cette droite par un principe bien connu de géométrie analy- 
tique. On conclut de l’équation (8) (en coordonnées rectangu- 
laires ) : ; 

(16) P= + RER 

51, au lieu de considérer x et y comme fonctions de t, on 
considère y comme fonction de x, il faut faire x! — 1 dans les 
formules précédentes. On trouve les expressions plus simples : 


| Se maso Sa = YY', CNE Eye, 
(17) SF 1 


NN TL ED een 
| VAN TEEN EEE 
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283. Applications (coordonnées rectangulaires). — IT. PARABOLE : 
y® = 2px. Considérant y comme fonction de x, on a yy' = p. 
On trouve donc 

Tangente : ny = p(E + x) ; 
Normale : (Ë£— x) y +(n —7)p = 0. 


Les formules (17) donnent ensuite : 


Sy = —— = 2%, Sy = D; ENTER N = Vp°+y?. 


Donc, dans la parabole, la sous-normale est constante. 


x? y° 
IT. ELLIPSE : AnCÈpe — I, On trouve : 


Tangente : a — I; 
2 2 

Normale : cn SE a —b? = c?. 
X 3e 


On se sert aussi de la représentation paramétrique : 
Xi 4 COB:L, y =bsint. 


On trouve, par les formules (13), (14), (15) et (16) : 


2 PETER En 
Ss =asinttgt, Sr= = cost, T = tg t Va’sin*t+b?cos”t, 


NE 2 Vaæsin?t+ b’cos?t,  P — ARE Le. 
a Va*sin?t+b?cos?t 
d'OU EN = DE: 
2 2 
ITT. HYPERBOLE TE — 1. On trouve : 
Tangente : in = |: 
; a? 2 
Normale : 2 — a? Lb? = c° 


IV. LOGARITHMIQUE : y — ae”*, La sous-tang'ente est constante. 
On trouve, en effet, par la première des formules (17), 


I 
S: nn mn 6 
m 


V. CycLoipe. — La cycloïde (fig. 5) est décrite par un point 
M de la circonférence d’un cercle de rayon a qui roule sans 
glisser sur une droite fixe OX. Prenons cette droite pour axe 
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des x, pour axe des y la perpendiculaire menée par le point 
décrivant au moment où 
il se trouve sur OX. Con- 


Ÿ B D 
rer" 

> sidérons une autre posi- 
(£ tion du cercle générateur. 
ARC Soit OA la quantité dont 
0 P A FE X le point de contact s’est 
Fig. 5. déplacé sur l’axe des x. 
D’après la définition du roulement, il s’est déplacé de la même 
quantité sur le cercle. Donc l'arc AM entre le point de contact 
et le point décrivant est égal à AO. Cela posé, soit t l'angle 
variable des rayons CA et CM. Exprimons x et y en fonction 

de t. Nous avons OA — AM = at ; d’où 


x = OA —MQ=a(t —sint), 


(18) 
y = AC — QC = a(r — cos t). 


Ces équations fournissent une représentation paramétrique 
de la cycloïde. Elles montrent que la cycloïde se compose d’une 
suite illimitée d’arcades égales, situées au-dessus de OX, ayant 
respectivement pour hauteur le diamètre 2a, et pour base la 
circonférence 2ax du cercle générateur. 

Nous avons, dans le cas actuel, 


xX'—=a(1—cost)}=7y, y'=asint, 
et la valeur de la sous-normale s’en déduit : 


l 
s.7 


de ar 


Donc $, est égale à la projection du rayon MC sur l’axe des 
x et, par conséquent, la normale passe par le point de contact 
du cercle générateur avec cet axe. 


284. Podaire d'une courbe plane. — On appelle podaire d’une 
courbe par rapport à un point O le lieu géometrique du pied de 
la perpendiculaire abaïissée de ce point sur la tangente. 

Supposons que la courbe ait pour équation F(x, y) = 0. Pour 
trouver celle de la podaire par rapport à l’origine, il faut 
éliminer x et y entre l’équation de la courbe et les deux 
suivantes : 
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qui sont celles de la tangente et de la perpendiculaire abaissée 
de l’origine sur la tangente. La relation qui en résulte entre Ë 
et n est l'équation de la podaire. 


ExEMPLE. Les courbes de Lamé ou courbes triangulaires symétriques ont 


pour équation 
x) CRD OA) Dee 
CRIE 


Les équations de la tangente et de la perpendiculaire issue de l’ori- 
gine sont : 


CR CE eo 
CHE 
On tire de la seconde, par les propriétés des fractions égales, 


mm —1 


tn? Ke PE (Om) pe 


x \m AU 
Gr 
L’élimination de x et y est donc immédiate. La podaire par rapport 
à l'origine a pour équation 


(En) = (ab) mA + (bn) 4, 
L'ellhipse et l’hyperbole en particulier, qui ont pour équations : 
CEE 
auront pour podaires par rapport au centre : 
(62 + n2)2 = (a) + (bn), (+ n2)2 = (062 — (bn), 
car on passe de l’éllipse à l’hyperbole par le changement de b en 4. 
Si l’hyperbole est équilatère, a — b ; sa podaire devient 
(£2 + n2)2 = a? (E2 — n?). 
C'est une lemuiscate de Bernoulli, dont l'équation en coor données 
polaires est 7° = 4? cos 20. 


285. Coordonnées polaires. — Soient r et 4 le rayon vecteur et 
l'argument d’un point du plan ; une courbe plane peut aussi 
être définie par une relation, 

E(r,0) 10; 
entre les coordonnées d’un quelconque de ses points. Nous sup- 
poserons généralement que cette équation peut être résolue par 
rapport à r. L’équation de la courbe prend alors la forme 


r —/f(0). 
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Nous supposerons f(0) dérivable et nous désignerons sa déri- 
vée par r. 

Soient r et 4 les coordonnées d’un point particulier M de la 
courbe (fig. 6). Menons la tangente en 
ce point. Abaïissons du pôle la perpen- 
diculaire OP sur la tangente. Soient p 
la longueur de cette droite et a l’angle 
qu'elle fait avec l’axe OX. L’équation 
de la tangente, en coordonnées cou- 


rantes p, T, Sera 


Fig. 6. 


p Cos (t — a) = p. 


Il s’agit de déterminer x et p. La tangente passant par les 
points (r, 8) et (r + dr, 0 + dû), on a les deux équations : 


r COS (4 — à) = p, d. r cos (4 — a) — 0. 


On tire de la seconde, divisée par dû ; 


r 


d'où 
COS (T— a) cos [(T —6) +(—a)] … . A 
cos (0 a) MMS (lc) Me (— 6) ——sin(s—0). 


L’équation de la tangente au point (r, 8) devient donc, par 
l'élimination de « et p, 


(19) = = COS (rt — 0) — _. ein (r — 0). 


Soit y l’angle du rayon vecteur OM avec la tangente menée 
dans le sens où 0 va en croissant. Cet angle est le complémen- 
taire de (5 — x). Comme il est compris entre 0 et x, il est com- 
plètement déterminé par la formule 


r 
(20) LP are 


La sous-tang'ente $, et la sous-normale $\, en coordonnées 
polaires sont les valeurs algébriques des segments OT et ON 
(fig. 6) compris, sur la normale au rayon vecteur, entre le pôle 
et la tangente ou la normale. On à 


12 
(21) =, Sh rt 
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Les segments ainsi calculés auront le signe de tgu. On voit 
facilement qu’ils seront positifs ou négatifs, suivant qu'il faut 
faire tourner le rayon OM d'un angle droit dans le sens positif 
ou dans le sens négatif pour l’amener dans la direction de ON. 

La tangente T' et la normale N''en coordonnées polaires sont 
les portions MT et MN de la tangente et de la normale comprises 
entre le point M et la perpendiculaire NOT menée par l’origine 
au rayon vecteur. Leurs expressions, qui doivent être prises 
positivement, sont 


(22) T'— a Neue Vr? Er®, 


La perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente a pour 
longueur p et pour inclinaison « ; on à 


p=rcos (0 — à) = — 
(23) “as VE + Tr 


a = 0 — arc tg — 


\ 


En éliminant 4 entre les deux équations p = pet rt = «, où les 
seconds membres seront exprimés en fonctions de 8, on obtien- 
dra, entre pb et r, l'équation de la podaire de la courbe par rapport 
au pôle. | 


APPLICATIONS. — I. Spirale d’Archimède : 7 — a. On a 
ET D ST Si 40 — 70. 
ñn t 


Donc, dans la spirale d’Archimède, la sous-normale polaire est con- 
stante et la sous-tangente au point (7, 6) a même longueur qu’un arc 
de cercle de rayon 7 et d'ouverture 4. En particulier, la sous-tangente 
au premier point où la spirale recoupe l’axe polaire a même longueur 
que la circonférence décrite avec le rayon vecteur de ce point 
(ARCHIMÈDE). 


II. Spirale logarithmique : r = ae”Ÿ. On a 


I y 
v = mr, tg Le nt S, ne S' = NT, 
y 
rene 28 a—0—1 
VI + m°? 


Donc : 10 La spirale logarithmique coupe le rayon vecteur sous un 
angle constant p ; 20 les points T et N (fig. 6) décrivent des spirales 
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semblables à la proposée ; 3° la podaire a pour équation 
ae” ++) 


p = = jet 


% V1 +2 


et c’est aussi une spirale semblable à la proposée. 


EXERCICES. 


1. Tangente, normale et segments correspondants pour l’hyperbole 
rapportée à ses asymptotes : 4y — a?. 


2. Dans un cercle de rayon 4, on mène un diamètre OO' et la tan- 
gente à l’une des extrémités O'. Par l’autre extrémité O, on mène une 
sécante quelconque coupant le cercle en P et la tangente en Q. On 
retranche de OQ un segment OM égal à OP. Le lieu du point M est 
une cissoide de Diocles. Trouver son équation, latangente, la normale, etc. 

R. On prend O comme pôle, OO' comme axe polaire. L’équation 
est, en coordonnées polaires, 

y — 24 (sec Ô — cos 6): 
et, en coordonnées cartésiennes, 
y? = 48 : (2a — x). 


3. Un cercle de rayon a roule sur une droite OX ; un point fixé à ce 
cercle décrit une cycloide allongée s’il est intérieur au cercle, une cycloïde 
raccourcie s'il est extérieur. Trouver les équations de ces courbes, la 
tangente, la normale, etc. 

R. Conservons les notations du n° 283 (V). Soit, en plus, # la dis- 
tance du point décrivant au centre du cercle. On a 


=at—hsiné y—a—hcost. 


La normale à la courbe passe encore par le point de contact du 
cercle et de la droite. 


4. Un cercle de rayon b roule extérieurement sur un cercle de rayon 
a. On considère trois points, M, M'et M, fixés au cercle mobile, le 
premier sur la circonférence, le second dans l’intérieur, le troisième à 
l'extérieur du cercle. Le point M décrit une épicycloïde, le point M' une 
épicycloïde allongée, le point M" une épicycloïde raccourcie. Trouver les 
équations de ces courbes, la tangente, la normale, etc. 

R. Prenons pour origine le centre du cercle fixe, pour axe des x le 
diamètre passant par le point décrivant au moment où il est le plus 
près du centre fixe. Soient # la distance du point décrivant au centre 
mobile et é l'angle dont a tourné le rayon vecteur mené du centre fixe 
au point de contact. On aura 


| x = (a + b) cos { —- k cos (er ). 


y=(a+b)snt—# sin ( ie 2] 


La normale passe par le point de contact des deux cercles. 
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ns, 


5. Même problème, le roulement se faisant intérieurement. Les 
courbes sont alors des kypocycloïdes. 

R. Leurs équations s'obtiennent en changeant dans les précédentes 
hk en — het ben —6b. Ona 


| x = (a — 6) cos 1 + h cos (1 +) 
3 : a — b 
ste sit sin ( 5 +). 


6. La cardioïde (courbe en forme de cœur) est l’épicycloïde engendrée 
par le roulement de deux cercles de même rayon a. Si l’on prend pour 
pôle le point décrivant au moment où 1l coïncide avec le point de con- 
tact, l'équation de la courbe est, en coordonnées polaires, 


y = 24 (1 — cos 6). 


Déterminer les éléments de cette courbe et sa podaire. 
KR. On trouve 


ô | ; 
HE S,=rt8 > S! = 24 sin 0, 
(1) n° nou 
T'= 7: cos —, N'— 7 : sin —, p=7Yrsin—. 
2 2 2 


La podaire a pour équation 
p = 44 sinÿ 7. 


7. Podaire d’une circonférence de rayon 4 par rapport à un point 
de la courbe. 
R. La courbe est une cardioïde (Exercice précédent). 


8. Podaires de la parabole par rapport : 1° au foyer ; 20 au sommet. 
R. La première est la tangente au sommet ; la seconde une cissoïde 
(Exercice 2). 


S 2° Longueur d’un arc de courbe plane. 
Inclinaison de la tangente. 


286. Longueur d’un arc de courbe plane. — Considérons une 

courbe 
y = f(x), 

rapportée à des axes rectangulaires. La longueur s d’un arc 
compris entre les points dont les coordonnées sont x = a, 
y = f{a) et x = b. y = f(b), est, par définition, la limite du 
périmètre d’un polygone inscrit, dont les sommets se suivent 
dans un sens déterminé, lorsque le nombre des côtés augmente 
indéfiniment et que chacun des côtés tend vers zéro. 
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Nous allons montrer, en admettant que f(x) à une dérivée 
continue f'{x), que cette limite est déterminée et s'exprime par 
une intégrale définie. 

Prenons, à cet effet, sur l’arc considéré, n + 1 points (y com- 
pris ses extrémités) et désignons les coordonnées de l’un quel- 
conque d’entre eux par x; et y;, de sorte que, les abscisses étant 
numérotées par ordre de grandeur, x, et y, seront les coordon- 
nées a et f(a) de l’origine, Xn+1 et Yn+1 les coordonnées b et f(b) 
de l’extrémité. 

Inscrivons le polygone qui a ces (n + 1) points pour sommets. 
Le côté c; qui joint (Xx, y:) à (X:41, Yixa) à pour mesure 


Ci = Via — Xi) + (Vins — Yi). 
Mais la formule des accroissements finis donne, £; étant inter- 
médiaire entre x; et xX;}4, 


Via — Yi = [') (Xi 


2): 
Il vieñt donc 


CG = (xs — x) Vi + PE). 


Lorsque les côtés du polygone tendent vers zéro, les diffé- 


rences X;41 — X; tendent aussi vers zéro. 11 vient 


n n ms 
s = limZc; = lim E (xs — x) Vi + f'(6)°. 
1 { 


Cette limite est, par définition (n° 220), une intégrale définie ; 
nous avons donc, en définitive, 


b MARRANT. 
S — [ dx\/1 + f(x). 
a 
L'opération qui consiste à calculer la longueur d’un arc s’ap- 
pelle rectification. Nous reviendrons sur ce problème au cha- 
pitre X et nous en donnerons des exemples. 


28'7. Dérivée et différentielle d’un arc de courbe. — Considérons 
maintenant, sur la courbe 
y = /{(x), 


un are variable s, compté depuis une origine fixe x = à, y = f(a) 


jusqu'à une extrémité mobile x, y. Cet arc sera mesuré par 
l'intégrale 


(1) RSEROSIN ETES 
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Nous avons établi cette formule en regardant s comme essen- 
tiellement positif, nous avons implicitement supposé x > a et 
le radical pris positivement. Maïs, pour la généralité de la for- 
mule, il convient de considérer s comme susceptible d’un dou- 
ble signe, suivant le sens dans lequel on compte cet arc. 

Nous conviendrons de prendre le radical positivement dans 
la formule (1), de sorte que s sera positif pour x > a et négatif 
pour x < a. Cela revient à regarder l’arc comme positif dans le 
sens où x croît et comme négatif dans le sens contraire. Si l’on 
prenait le radical négativemeut, la conclusion serait inverse. 

Dérivons la formule (1), il vient 


(DS SVT ve ds =dxVi1+Yy"; 
et, en remarquant que dy = y'dx, 
(3) ds = \/dx? + dy*. 

Considérons une représentation paramétrique de la courbe, 
x = (t), y = (t) ; soient x’ et y! les dérivées de x et de y par 
rapport à t ; d’où dx == x'dt, dy = y'dt ; il vient 

(4) ds = dt Yx'"? +y'"?. 

Nous conviendrons de prendre ce radical positivement, c’est-à- 
dire de considérer s comme croissant dans le même sens que t, 

Enfin on passe facilement des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées polaires par les relations x = rcos8,y —rsin8, 
d’où 

dx = drcos8—rsin 0 d8, dy = drsin 8 + rcos8 d8, 


On trouve ainsi, r' désignant la dérivée dr : dû, 


(5) ds = Vdr? + r°d0? = dû Yr° + r°. 
(6) UE 


Nous conviendrons de prendre ce dernier radical positive- 
ment, c’est-à-dire de considérer s comme croissant dans le même 
sens que À. 


288. Théorème. — Le rapport d'un arc infiniment petit à sa 
corde a pour limite l'unité 
En effet, soient As la longueur de l'arc, Ax et Ay les diffé- 


rences des coordonnées des extrémités. La corde c a pour me- 
20 
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sure VAx? + Ay?. Ces quantités tendant vers zéro, on a donc 


Ax Ne US: 2 
PANNE RAT 
NEENÉS VI+Y 


289. Inclinaison de tangente. — Soit + l’angle de la tangente à 
la courbe y = f(x) avec l’axe de x. Les axes étant rectangu- 
laires, le coefficient angulaire de la tangente est égal à tg +. Il 
vient donc 


dy 
SN TIRE RENE 
(7) go —=y li 


lim Le — lim 
C 


On en déduit (la tangente étant menée dans le sens où x ets 
croissent simultanément) 


(l (l 
COS œ = ne = _ sin @ — ser us 
VI Ye NS ANS 
Remplaçons y' et s' par dy : dx et ds : dx ; nous tirons des 
relations précédentes les formules très employées 


(8) dx = ds cosv, dy = ds sin o. 
Ces deux dernières formules supposent seulement la tangente 


menée dans la direction où s va en croissant. 


S 8. Sens de la concavité (*). 
Points d’inflexion des courbes planes. 


290. Sens de la concavité. — Soient y — f(x) l'équation d’une 
courbe en axes rectangulaires ou obliques, et M un point de la 
y courbe où la tangente MT n’est 


pas parallèle à l’axe des y 
(fig. 7). Si la courbe ne tra- 
verse pas sa tangente au point 
M, elle sera, au déçà et au delà 


0 du point M, située du même 
AD côté de la tangente MT (au 
moins dans le voisinage du point M). On dit que la courbe 


tourne, au point M, sa concavité du côté des y positifs ou du 


(*) Les théorèmes du $S 4 du chapitre VIII fournissent une généralisation 
des résultats ici obtenus. 
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côté des y négatifs, suivant que la courbe se trouve par rapport 
à la tangente du côté des y positifs ou du côté des y négatifs. 

Supposons les dérivées des deux premiers ordres, f'{x) et f'{x), 
déterminées et continues dans le voisinage du point M ; nous 
aurons le théorème suivant : 

La courbe y = f(x) tourne sa concavité du côté des y positifs 
ou du côté des y négatifs, suivant que la dérivée seconde, f''(x), 
est positive ou négative au point considéré. 

En effet, l’un ou l’autre de ces deux cas se présente suivant 
que l'ordonnée de la courbe est plus grande que l’ordonnée de 
la tangente ou plus petite que cette ordonnée dans le voisinage 
du point M (aussi bien au deçà qu’au delà de ce point). Donnons 
à x un accroissement positif ou négatif Ax = dx. L’accroisse- 
ment de l’ordonnée de la courbe sera Ay, l’accroissement cor- 
respondant de l’ordonnée de la tangente sera dy (n° 94). Le sens 
de la concavité dépend donc du signe de la différence 


Ay — dy ; 
elle sera du côté des y positifs si cette différence est positive, 
du côté des y négatifs si cette différence est négative (le signe 
de dx devant rester arbitraire). Maïs la formule de Taylor 
(n° 117) nous donne 


AY = dy + (Your = AY + à PE + bdx) dx. 


Si f''(x) n’est pas nul, f''(x + idx) sera du signe de f(x) à 
condition que dx soit suffisamment petit : ensuite dx° est essen- 
tiellement positif. Donc Ay — dy sera du même signe que f''(x), 
La courbe sera située au-dessus ou au-dessous de sa tangente, 
de part et d'autre du point M, selon que f''(x) sera > 0 ou < 0. 


291. Points d'inflexion. — Par définition, ce sont ceux où la 
courbe y = f(x) traverse sa tangente (*). Si la dérivée f''(x) 
existe, un tel point ne peut se rencontrer, en vertu du théorème 
précédent, que si f''(x) = 0. Donc les abcisses des points d'in- 
flexion sont racines de l'équation f(x) = 0. 


(*) Dans la théorie de courbes algébriques, on définit ordinairement 
les points d'inflexion par la condition f!! (x) = 0 elle-même. Les deux défi- 
tions ne sont pas équivalentes. 
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Ainsi, pour trouver les points d’inflexion, on cherchera les 
racines de cette équation. Maïs toute racine ne donne pas un 
point d’inflexion. Pour qu’un point M où la tangente n’est pas 
parallèle à l’axe des y soit un point d'inflexion, il faut que 
l’ordonnée de la tangente MT surpasse celle de la courbe d’un 
côté du point M et que l'inverse ait lieu de l’autre côté. Il faut 
donc que Ay-— dy change de signe avec dx. 

Les dérivées première et seconde étant supposées continues, 
on 4 


ày — dy = f' (x-+ tax). 


Pour que x soit l’abscisse d’un point d’inflexion, il faut que 
f''(x + 0dx) change de signe avec dx. De là, le théorème sui- 
vant : Les points d’inflexion de la courbe y = f(x) sont ceux où 
f''(x) change de signe, 

Supposons qu’une valeur x annule f''(x) et toutes les dérivées 
suivantes jusqu’à l’ordre n exclusivement : la formule de Tay- 
lor donnera 


Ay —dy = . [9 (x + 0dx). 


La dérivée nième à maintenant un signe indépendant de celui 
de dx supposé suffisamment petit. Les changements de signes 
dépendent donc uniquement du facteur dx”. Celui-ci ne change 
de signe avec dx que si n est impair. De là, la règle suivante : 
Pour qu'une racine de f''(x) donne un point d'inflexion, il faut 
que la première des dérivées d'ordre supérieur au second qui ne 
s’annule pas en même temps que f''(x), soit d'ordre impair. 


$S 4. Courbure et développée d’une courbe plane. 


292. Courbure. — Considérons une courbe ayant pour équation 


y = (x) 
et supposons que f(x) ait des dérivées continues des deux pre- 
miers ordres. Soit MM' un arc de courbe tel que la direction 
de la tangente varie toujours dans le même sens lorsque le 
point de contact se déplace de M en M'. Considérons les deux 
tangentes MT et M'T' menées à ses deux extrémités dans le 
même sens. On appelle courbure de l'arc l'angle des deux tan- 
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gentes extrêmes ; courbure moyenne, le rapport de cet angle à 
la longueur de l’arc ; courbure au point M, la limite vers laquelle 
tend la courbure moyenne quand le point M' se rapproche 
indéfiniment du point M. 

Désignons par As et A les accroissements de la longueur de 
l’arc et de l’inclinaison de la tangente quand on passe du point 
M au point M’. La courbure de l'arc MM' sera Av, sa courbure 
moyenne A9 : As et sa courbure au point M 


Nous remarquerons, pour commencer, le théorème suivant : 

Dans un cercle de rayon R, la courbure est la même en chaque 
point et égale àr:R. 

En effet, l’angle au centre correspondant à l’arc MM' est le 
même angle Av que celui des tangentes extrêmes ; donc la lon- 
gueur As de l’arc MM' est R Av. La courbure moyenne est, par 
conséquent, égale à 1 : R, quel que soit l’arc MM'. Passant à la 
limite, on voit que la courbure sera aussi égale à 1 : R en 
chaque point. 


293. Rayon de courbure. — La courbure étant uniforme dans 
le cercle, il est naturel de comparer les autres courbes à un 
cercle sous le rapport de la courbure. On appelle rayon de cour- 
bure d’une courbe au point M, le rayon du cercle qui a même 
courbure que la courbe en ce point. Comme, dans le cercle, le 
rayon est l’inverse de la courbure, on à le théorème suivant : 

Le rayon de courbure d'une courbe quelconque au point M 
est ég'al à l'inverse de la courbure en ce point. 

Le rayon de courbure se désigne par R, on a donc 


(1) = 


Supposons les axes rectangulaires. Les accents désignant des 
dérivées par rapport à x, on à (n° 289) © = arc tg y’ ; d’où, en 
dérivant, 

1! 


(2) ner 
D'autre part, on sait (n° 287) que 


() ENST 
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Substituant ces valeurs, il vient 
3 
Are 
fe IT r 
) 


Cette formule comporte l'extraction d’une racine carrée. On 


SES 
(4) Rss 


convient de considérer R comme essentiellement positif et l’on 
choisit en conséquence le signe du radical. Ce signe doit être 
celui de y", ce sera donc + ou — selon que la courbe tourne sa 
concavité du côté des y positifs ou du côté des y négatifs (n° 290). 

On remarque qu’en un point d’inflexion où y'! est nul, le 
rayon de courbure devient infini. 


294. Cercle osculateur ou de courbure. — Le cercle osculateur en 
un point M d'une courbe plane est la limite d'un cercle passant 
par le point M et deux autres points M' et M" de la courbe quise 
rapprochent indéfiniment du premier. 

Supposons encore que la courbe ait pour équation en coor- 
données rectangulaires 

Y = f(x), 
f(x) ayant des dérivées continues des deux premiers ordres. 

Soient x, x, et x, les abscisses des points M, M'et M, «et 8 
les coordonnées du centre, et R le rayon du cercle qui passe par 
ces trois points. Posons, y désignant la fonction f(x) et «, 6 et 
R des constantes, 

(5) F(x) = (x — a) + (y — 8) — Re. 

Les équations qui expriment que les trois points M, M'et 
M" sont sur le cercle sont : 

RG) 0 AR (xX) = 70; (5) =0! 

Mais alors, en vertu du théorème de Rolle, F'(x) à une ra- 
cine 6 entre x et x, et une autre racine £' entre x, et x,. Pour la 
même raison, F'(x) a une racine &, entre & et &!. Les éléments 
«, $ et R du cercle passant par M, M'et M' vérifient donc les 
trois équations : 

F(x) = 0, F'(6) = 0; F"(6:) = (0. 

Passons à la limite. Quand x, et x, tendent vers x, il en est 
de même de & et &,. Les éléments «, 8 et R du cercle osculateur 
sont donc déterminés par les trois équations : 

(62) E(X)=0; EDEN EP(R)=0; 
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En les développant, il vient 


Sn RE 
(oc) ER (VE 6) U 
Rd e A  e 


Ces équations fournissent des valeurs déterminées pour les 


(6b) 


éléments du cercle osculateur, pourvu que y'' ne soit pas nul. 
Les deux dernières déterminent les coordonnées « et $ du cen- 
tre, car on en tire 


1) CESR RE Nero nn CT y)" 


y y” 


Portant ensuite ces valeurs dans la premiére équation, il vient 


3 

I +12 oi 

(8) RS _ ) 

Cette formule est la même que (4). Donc le rayon du cercle 

osculateur est égal au rayon de courbure. C’est pourquoi le 

cercle osculateur s'appelle aussi cercle de courbure et son cen- 
tre, centre de courbure. 


Les formules (7) peuvent s’écrire sous une forme plus con- 
densée. Si l’on tient compte de l'équation (2), on a 


LI. dx NN) au 


Ces formules sont analogues à R — _ mais elles ont lieu 
sans ambiguité de signe. ; 

295. Théorème. — Le centre de courbure Z relatif au point M 
se trouve sur la normale au point M à l'intersection de celle-ci 
avec une normale infiniment voisine. 

En effet, x et y étant les coordonnées de M, la seconde des 
équations (6), à savoir 


Z FU) = (& — 2) + (7 — y! = 0, 


exprime que le point Z de coordonnées «, $ est sur la normale 
au point M. De même, x, étant l’abscisse du point M', l’équa- 
tion F'(x,) — 0 exprime que le point Z est sur la normale au 
point M'. Mais alors, suivant le théorème de Rolle, F'/(x) s’an- 
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nule en un point & intermédiaire entre x et x,. Les coordonnées 
«, 8 de l'intersection des normales en M et M' vérifient donc 
les deux équations : 


F{x)=0, F'()—0. 


Faisons tendre M' vers M, Ë tend vers x, et, à la limite, les 
deux équations précédentes reproduisent les deux dernières 
équations (6) qui déterminent les coordonnées du centre de 
courbure, 


296. Position du rayon de courbure. — Le rayon de courbure à 
été considéré jusqu'ici en grandeur seulement. Il est souvent 
commode de le définir en grandeur, position et sens. On appelle 
alors rayon de courbure le vecteur MZ mené du point M au 
centre de courbure correspondant. Le rayon de courbure est 
donc dirigé suivant la normale au point M du côté où la courbe 
tourne sa concavité. 


29'7. Relation entre le rayon de courbure et la normale. — La lon- 
gueur de la normale, considérée au n° 282 a pour expression 
+ y Vi + y. El en résulte que l’on a, au signe près, 


(10) eue 


Précédemment N à été considéré comme positif ainsi que R. 
Mais nous allons faire en sorte que l’équation (10) subsiste 
même en signe. Il faut pour cela donner un signe à N, à savoir 
le signe + si N est du même côté de la courbe que R, et le 
signe — s’il est du côté opposé. 

En effet, le second membre de l’équation (10) a le signe de 
— yy". Il sera positif si y et y’ sont de signes contraires, 
alors, la courbe tournant sa concavité vers l’axe OX (n° 290), 
R et N sont du même côté de la courbe. L’inverse aurait lieu 
dans le cas contraire. 


298. Développée et développante. — Si le point M se déplace 
sur la courbe, le centre de courbure correspondant Z se déplace 
en même temps, Le lieu géométrique du centre de courbure se 
nomme développée. Par opposition, la courbe génératrice se 
nomme développante. 
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On obtient immédiatement une représentation paramétrique 
de la développée. Elle est fournie par les équations (7), qui 
donnent | 


! 12 k 12 
(11) a x — CN) ne 
et qui expriment les coordonnées d’un point «x, 8 de la dévelop- 
pée en fonction du paramètre x. En éliminant x entre ces deux 
équations, on met l’équation de la développée sous la forme 
F(a, 8) = 0. Mais il est souvent tout aussi avantageux d’envisa- 
ger la développée sous la forme (11). 
La développée jouit de propriétés remarquables, que nous 
allons démontrer. 
I. Le rayon de courbure en M touche la développée au centre 
de courbure Z correspondant. 
Considérant y, « et 5 comme fonctions de x, on a (6?) 


(12) RG (ES 0) SO; 
Dérivons totalement cette équation. La somme des termes 
provenant de la variation des lettres x et 7 est nulle en vertu 
de la troisième équation (6) ; il reste donc 


I 

(13) —#— fly! = 0, d’où ë = . 
Donc la tangente en Z à la développée, qui à pour coefficient 
_ angulaire Ê' : a, est parallèle à la normale en M à la dévelop- 
pante (donc au rayon de courbure), qui à pour coefficient angu- 
laire — 1: y’. Par suite, ces droites, ayant le point Z commun, 
coïncident. 

II. L'arc de la développée est égal à la différence de long'ueur 
des rayons de courbure tang'ents à ses extrémités. 


Considérant 7, «, 8 et R comme fonctions de x, on a (6?) 
Ce — a} + (7 — 8} = R°. 
51 l’on dérive totalement cette équation, la somme des termes 


provenant de la variation des lettres x et y est nulle en vertu 
de la seconde équation (6) ; il reste donc 


(&— a}a! + (y — FE = — RR'. 
D'autre part, en éliminant y’ entre (12) et (13), il vient 


y — B)e — (x — a)ÿ' = 0. 
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Résolvant alors ces deux dernières équations par rapport à 2! 
et P’, on trouve, en observant que le déterminant du système 


est R?, 
R' R' 
(14) nn 5 2 le re B'= — (y — 6) PA 


Ajoutons ces deux équations élevées au carré et observons 
que «'? + Ê"? est le carré de la dérivée de l’arc de la développée. 
Si l’on désigne cet arc par 5, il vient s/? — R/?, d’où 

R'= + 0!. 

Le signe à choisir dépend du sens dans lequel on compte 
l’are o. Comptons-le dans le sens où R croît, ce qui suppose que 
R varie constamment dans le même sens dans l'intervalle con- 
sidéré des valeurs de x, nous aurons R'—5/. Donc R et 5, 
ayant même dérivée, ne diffèrent que par une constante dans 
cet intervalle. 

Considérons (fig. 8) un arc MM de la développante compté 
depuis un point fixe M, d’abscisse x, jusqu'à un point variable 
M d'abscisse x. Supposons que le rayon de courbure varie con- 
stamiment en croissant quand on se déplace sur la courbe de M, 
vers M. Soit Z,Z l’arc correspondant de la développée, de sorte 
que M,/, et MZ sont les rayons de courbures KR, et KR des points 
M, et M. Désignons par s l’arc Z,Z, nous aurons 


R —=506+c. 


Pour x — »*x,, cette relation donne R, = C, nous obtenons 
donc 12 relation à démontrer : 


c—kR—R,. 


Nous avons supposé dans cette démonstration que la variation 
de R était toujours de même sens ; le théorème tomberait en 
défaut si R passait par un maximé ou un minime. 

REMARQUE. — Les formules (14) mettent en évidence que toute 
courbe plane dont le rayon de courbure est constant est un 
cercle. En effet, a! et $/ s’annulant avec R', « et $ sont constants 
et le centre de courbure est fixe. 


299. Description de la développante d’un mouvement continu. Sa 
détermination analytique. — Les théorèmes précédents fournissent 
un moyen de décrire la développante d’un mouvement continu 
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quand on connaît la développée. Concevons un fil parfaitement 


flexible, inextensible et sans épaisseur, enroulé sur la dévelop- 


M 


pée et s’en détachant tangentiellement 
en Z, pour venir aboutir en M, où on 
le coupe (fig. 8). Imaginons qu’on dé- 
roule le fil en le détachant tangentiel- 
lement de la développée et en le maïn- 


tenant toujours tendu ; l’extrémité ME 
libre du fil décrira la développante. 
En effet, quand le fil se détachera en 
Z, il prendra la direction ZM, et comme le brin détaché s’est 
accru de l’arc Z.2, sa longueur sera R. Son extrémité sera donc 
en M. Comme la longueur ZM, du brin initial est arbitraire, à 


Fig. 8. 


une même développée correspondent une infinité de dévelop- 
pantes. 

Au point de vue analytique, la détermination des dévelop- 
pantes quand la développée est donnée, se ramène à la rectifi- 
cation de l'arc de la développée, c’est-à-dire à une quadrature. 

En effet, supposons que l’équation de la développée soit 
ramenée à la forme 

(15) B = (2). 

Prenons « comme variable indépendante. Désignons par Ê' la 
dérivée de Ê par rapport à «. L’arc s compté à partir du point 
Zo (fig. 8) dans le sens où « augmente, se détermine par la for- 
mule (n° 287) 

Æ [ dar + 8. 
O7 

Cette quadrature effectuée, le problème sera résolu. En effet, 

soit À l’inclinaison sur l’axe des abscisses de la tangente ZM à 


la développée ; les coordonnées du point M de la développante 


SOnt : 
x=at+ReosÀ, :ÿ=8B+RsinÀ 


On a tg À = £'. On en déduit, ZM faisant un angle obtus avec 
l’axe des abscisses (fig. 8), 


l 
MED C EN RES Ne A LA 
VI 87 VT + 
Comme R = 5 + C, il vient donc 
[ 
(16) LR ee Yep Der 0) 


VIT Vi +" 
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Les seconds membres étant fonctions de x, les équations (16) 
fournissent une représentation paramétrique de la développante. 

Si la tangente ZM était dirigée en sens opposé, cos À et sin À 
changeraiïient de signe, maïs les équations précédentes n’en 
seraient pas altérées, car, R variant alors en sens inverse de 0, 
on aurait R = — (5 + C). 

Les équations (16) renferment une constante arbitraire C, ce 
qui doit être, puisqu'il existe une infinité de développantes. 


300. Adaptation des formules au cas d’une représentation paramé- 
trique. — Si x et y sont des fonctions de t{ ayant pour dérivées 
x! et y', les dérivées première et seconde de y par rapport à x 
ont pour expressions (n° 177) : 


l 


XVI — xlly! 


x!3 
On doit donc substituer ces valeurs à y! et à y! dans les for- 
mules précédemment trouvées. 
L'expression du rayon de courbure se déduit de la formule (4), 
la transformation donne 
, 8 
12 12\9 
(17) R — Sr 
Les coordonnés « et $ du centre de courbure sont déterminées 
par les équations suivantes, déduites des équations (7) : 
I(x!2 JL 12\ x'(x'? + y'? 
(18) ax = x — EE By + SE. 
Enfin la relation (10) entre R et N devient 


(19) R, ee %(2004 + y?) 


ET CU LE 0) 


3801. Applications diverses. — I. CONIQUES EN GÉNÉRAL. Prenons 
un axe de la courbe comme axe des x. L’équation d’une conique 
en coordonnées rectangulaires sera de la forme 

y? = ax? + 20x + y. 

On en tire | 

mots, je Cex+fp" ep 
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Substituons ces valeurs dans la relation (10), il vient 


PO a UN EN 
N yy" ay — p? Br — a ; 
d’où 
N3 
R — B? — «y° 


Donc le rayon de courbure d’une conique est proportionnel 
au cube de la normale limitée à un axe de la courbe. 

Si l’on prend un foyer pour origine et l’axe focal pour axe 
des x, l’équation prend la forme 


x? + y? = (ex + p})°. 
En identifiant cette équation avec la précédente, on a 


a = €? — 1, B = ep, Y= D”, 
d'où 8? — «y — p? et 
Ps 


Donc le rayon de courbure d'une conique est égal au cube de 
la normale divisé par le carré du demi-paramètre (ordonnée au 
foyer). 

IT. PARABOLE. Prenons l’axe de symétrie comme axe des y et 
la directrice comme axe des x. Les points de la parabole sont 
à égale distance du foyer et de la directrice ; l'équation de cette 


courbe sera 
ROSE TE 


d’où 
_x+p? Rae Jr 
DRM Ann NT 
On aura donc 
DATE y Eee 
NI ARS 


Donc le rayon de courbure de la parabole est double de la 
normale limitée à la directrice et il est dirigé en sens contraire, 
ce qui fournit une construction facile de ce rayon. 

Les coordonnées du centre de courbure sont données par les 
équations (11), qui se simplifient grâce à la dernière équation 
ci-dessus. Il vient 

nie 
P 


DUREE" 
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Substituant les valeurs de y et de x tirées de ces relations 
dans l’équation de la parabole, on trouve celle de la développée 


ue — (Cp). 


IIT. Ezxzxpse. Considérons la représentation paramétrique 
X = à COS f, y = bsin t. 
On en déduit 
x'=—asint, x"——acost, y'—bcost, y'——bsint, 
d'où x'y"!"— y'x! = ab. Il vient donc (n° 300) 


= \/a? sin?t + b? cos’t, 
__(a’ sin?t + b? cost} 


A ED: 
Les coordonnées du centre de courbure sont : 
2 2 2 2 Rne 
SE MST b cos t (a? sin? + b? cos?t) b Bt 
ab Va 
: ain? 2 2 nr 
a sin { (a? sin°t + b? cos’t) __ a —b? LT 


8 = bsin t— 2b 


Ces formules fournissent une représentation paramétrique 
de la développée. Si l’on élimine #, l’équation de cette courbe 
prend la forme 

Li ri is 
(at)° + (bb) = (a? — b?)* 
IV. Cyccoïpe. Considérons la représentation paramétrique 


(n° 283) 
x = a(t —sint), y = a(i — cost). 


Nous en tirons 


XV — ar — cost), NX vla Sin VIE TA ICONS 


xl? + y? = 2a? (1 — cos t), x'y" — "y! = — a? (1 — cos t). 
Il vient ainsi 
ER @ Rare A" ap x"? + 46e 
NT) pp 


Donc le rayon de courbure de la cycloïde est double de la 
normale et il est dirigé dans le même sens. 

Les coordonnées du centre de courbure sont fournies par les 
équations (18), qui donnent, à cause de la dernière égalité écrite 


ci-dessus, 
a=x—+2y =a(t +sint), 


B=y—2x = —a(r — cost). 
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Mais, en posant t — x + {,, ces équations deviennent 


a—= ar +a(t, —sint;) 
B=—2a+a(r—cost;). 


Donc la développée est une cycloïde égale à la première mais 
déplacée de ar dans le sens des x positifs et de 2a dans celui 
des y négatifs. 

V. CHAINETTE. Cette courbe a pour équation 


a E 
a/ a a 
Y = e(e + € ). 
L’axe des x est sa base, la longueur a son paramètre. On trouve 


2 ne 7 ar 
(a Vo RAP ER ES hi, TS NE ANT 8 
4 (e £ } Y E(e ne ) a? 
d’où 1 + y"? = y? : a’. On en conclut d’abord 
Le 
Re aa) te Nr 
= : =" 


Donc le rayon de courbure de la chaînette est proportionnel 


au carré de l’ordonnée. 
D'autre part, il vient par la formule (10) 


Donc, dans la chaînette, le rayon de courbure est égal à la 
normale limitée à la base, mais il est dirigé en sens contraire. 


302. Coordonnées polaires. — Soit l’inclinaison de la tangente 
sur l’axe polaire, à celle de la normale. Comme ces deux angles 
varient de la même quantité, on a &' = a! et il vient (au signe 
près), les accents désignant les dérivées par rapport à 6, 


Mais on à (n° 287 et 285) 
s'= Vr+r?, a = 8— arc tg à ; 
d’où, en dérivant par rapport à 6, 


20 FN TT DE rare — rri 
(20) PRO RER D Pere rene, 
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Remplaçant s' et «' par ces valeurs, on trouve 


3 

2 12\2 
21 Per) 
QL r° Lorr—rr" 


I1 faut prendre le signe + ou — selon que r? + 2r"? — rr!, 
da 


ou — 
dÿ 
sont du même côté ou de part et d'autre de la courbe. 


donc selon que «! est > ou < 0, donc selon que R etr 


Les coordonnées cartésiennes a et £ du centre de courbure 
s’obtiennent au moyen des relations (9), d’où l’on déduit 


D 2 CPR TT (EAN 

(22) à 
d 4)! 
B=y+p rent + CO. 


On aura soin de ne pas confondre « coordonnée du centre de 
courbure avec « inclinaison de la normale. 


ExempLes. I. Spirale logarithmique : r — ae”Ÿ, — Dans ce cas, l'angle u 
(n° 285) est constant ; « étant l’inclinaison de la normale,onaa—60—w 
et on en conclut «= 1, Il vient donc 


R—5s — Vr2 + 72 —y\r + m2. 
Donc le yayon de courbure est proportionnel au rayon vecteur. 


D'autre part, si l’on se reporte à la valeur de la normale polaire N'! 
(n° 284), on voit que R = N'. Donc le rayon de courbure est égal à la 
normale polaire. Le centre de courbure est au point N (fig. 6, p. 300). 
Si o et + sont les coordonnées du centre de courbure, on aura 


Ni? =b+—. 


En éliminant 7 et 0 entre ces équations et celle de la courbe, on 
trouve l'équation de la développée 


() 

MIT — — 

p— mac cute 

Cette développée est une spirale égale à la première, car, en faisant tour- 


ner dans le sens rétrograde l’axe polaire autour du pôle d’un angle w 
défini par l'équation 


on retrouve l'équation de la première spirale. 
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II. Lemniscate de Bernoulli : >? — a? cos 20. — On tire de cette équation 
vy' = — a? sin 26, v'ir = — tg 20. 
On en conclut d’abord, « étant l’inclinaison de la normale, 
! 


a =0— arctg — = 30. 


Donc, dans la lemniscate, l'inclinaison de la normale est triple de celle 
du rayon vecteur. On a donc aussi 


pla = 3, 
D'autre part, N' étant la normale polaire, on a 


JENENree De 
cos 20 Ÿ 
De là résulte la valeur de R : 


SREN a 
R = RSS es 
(9 si 3r 
Donc le rayon de courbure de la lemniscate varie en raison inverse du 


yayon vecteur et il est le tiers de la normale polaire, ce qui permet de le 
construire facilement. 


Soient maintenant «, B les coordonnées du centre de courbure. 
Faisant w' —3 dans les formules (22), il vient, réductions faites, 


A _ (rr2 cos 0 — rr' sin 0), PS _ (rr? sin 0 — yr' cos 6). 


Enfin, en remplaçant 7? et »r! par leurs valeurs, à savoir 4? cos 28 
et — a? sin 26, on trouve, après quelques simplifications, 


2a? 24? , 
a —= —— cos 0 — — — sin 6, 
3y À F 37 


L’équation de la développée s'obtient en éliminant et 0. Ona 


d'où 


EXERCICES. 
1. Rayon de courbure de la cissoïde (Exercice 2, p. 302). 
Ra courbe a pour équation = 5: (24 — x). On entire 


a?x (Ba — 3x)* 
ft EE at M 
5 32(2a — x)° 
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AN mn 
2. Rayon de courbure de la courbe — +=— = 7. 
am bn 
ee 
1 I ( ab)" am—?2 L'on 2 
IN — JT (472 a? bp? 


3. Rayon de courbure et développée de l’astroïde (hypocycloïde en- 
gendrée par un point d’un cercle roulant intérieurement sur un cercle 
de rayon quadruple a). 

R. Les équations de la courbe’ s’obtiennent en posantb—#—a:4 
dans celles données à la page 303 (Exercice 5). 11 vient 


(3 cos { + cos 3 {) — a cos"f, 


(3 sin é — sin 3 f) — a sin°é, 


On en déduit 


1 
R —3(axy)*, = 2 +3 (0) B—y+3(x2y}, 


(a+ PT + (a Be 20t. 


En faisant tourner les axes de . autour de l’origine, on voit que la 
développée est une nouvelle astroïde, engendrée par des cercles de 
rayons doubles des précédents. 


4. Rayon de courbure et développée de l’épicycloide. 
R. En posant en abrégé (a + b) : b = m, les équations de cette courbe 
sont (Exercice 4, p. 302) : 


x=b(mcost— cos mt), y = b(m sin { — sin mé). 


Prenant { comme variable indépendante, on trouve 


mer 2! y" — y'all = 2 (in + 1) (mb) Sinteess 


.m 
s! — 2mb sin 


On en conclut 


2 9 MORE 


m +1 s! 4mb Si m— I 
= — sin 
l 


Les équations de la développée sont : 


D 4, ER 

EE 9 ns 
m — 

D =. b (m sin { + sin mt). 


La développée est une autre épicycloïde. Pour ramener ses équations à 
la forme normale, comme les équations de l’épicycloïde proposée, il 
suffit de faire tourner les axes coordonnés d’un angle w = = : (»—1) 
et de changer t en é + w. 
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5. Rayon de courbure et développée de l’ypocycloide. 
R. En posant en abrégé (a — b) : b — m, les équations de la courbe 
sont (Exercice 5, p. 303) : 


=b(mceost+cosmi), y—b(m sin £— sin mé). 


Ces équations s’obtiennent en changeant les signes de b et de » dans 
celles de l’épicycloïde. La solution est donc comprise dans la précé- 
dente. La développée sera une autre hypocycloïde. 


6, Soient 7 le rayon vecteur d’un point d’une courbe, p la perpendi- 
culaire abaissée du pôle sur la tangente. Montrer que le rayon de 
courbure a pour expression 


rar. vr! 
dd À? 


si la concavité est tournée vers le pôle, et ces expressions changées 
de signe si la concavité est tournée en sens contraire. 

R. Ce résultat s'obtient en dérivant la valeur de p (n° 285) et en la 
comparant à celle de KR (n° 302). 


7. Rayon de courbure de la courbe : 77% = 4% cos nf. 
R. C’est une généralisation des résultats obtenus au n° 302 (II) pour 
la lemniscate. On trouve (x étant l’inclinaison de la normale) 


NME a” 
nr n+tim 


8. Rayon de courbure de la podaire d’une courbe donnée. 

R. Soient, pour la courbe donnée, 7 le rayon vecteur, 0 l’angle po- 
laire, « l’inclinaison de la normale, s l’arc, R le rayon de courbure. 
Affectons de l'indice r les quantités analogues pour la podaire. On 
trouve d’abord 


a — (# + 1)6, — 


a —2a — 0, ds1 = du. 


Il vient alors facilement 


En FEU 4 da 


ds 7? 3 


I das 2 A a ne He AT: 
or y 


9. Rayon de courbure de la développée d’une courbe donnée. 

R. Conservons les notations habituelles pour la courbe donnée et 
soit R, le rayon de courbure de la développée. On a 
de _dR _ RER 
TR Tel ds: 


Prenant x comme variable indépendante, il vient donc 


CR ! 12) af 
À - ral + y)? : "| = 3y' — G En 
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Formules fondamentales de la théorie des surfaces 
et des courbes gauches. 


S 1. Tangente à une courbe. Longueur d’un arc. 
Plan tangent à une surface. 


303. Représentation analytique d’une surface, — On peut d’abord 
considérer une surface comme le lieu des points du plan dont les 
coordonnées cartésiennes x, y et z sont liées par une équation 

(1) MN 7) 0 

Nous appellerons point ordinaire de la surface, tout point où 
les trois dérivées partielles F}, pe F! sont continues et l’une 
au moins différente de zéro. Les autres points sont des points 
singuliers. 

Dans le voisinage d’un point ordinaire où F° n’est pas nul, 
l'équation (1)définit une fonction implicite, z, des deux variables 
indépendantes x et y (n° 170) et, par conséquent, elle peut se 
ramener, au moins implicitement, à la forme 


(2) 3 = f(x, Y), 

la fonction f ayant ses dérivées partielles premières continues. 

Si F! s’annulait en un point ordinaire, une des deux autres 
dérivées, F, ou HP ne serait pas nulle et la résolution de l’équa- 
tion (1) pourrait se faire par rapport à x ou par rapport à y. 

Nous mettrons souvent l’équation de la surface sous la forme 
(2). Nous supposerons alors l’existence ou la continuité des 
dérivées partielles de f(x, y) jusqu’à un certain ordre, qui sera 
indiqué dans chaque cas particulier. Nos formules s étendront 
aux équations de la forme (1), en vertu des règles de dérivation 
des fonctions implicites, à condition de nous borner aux points 
ordinaires de la surfacé et de supposer l’existence ou la conti- 
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nuité des dérivées partielles de F jusqu’à l’ordre requis pour 
celles de f!. 

On peut aussi définir une surface au moyen d’une représenta- 
tion paramétrique. On exprime alors les coordonnées x, y, z de 
ses points en fonctions de deux paramètres indépendants u et v. 
La surface est alors représentée au moyen de trois équations : 


(8) x—fuv), y=f{u,v), z=f{u, uv). 

Quand nous emploierons cette représentation, nous suppo- 
serons les trois fonctions f continues ainsi que leurs dérivées 
jusqu’à un certain ordre à indiquer. 

Nous appellerons points ordinaires de la surface ceux où l’un 
au moins des trois déterminants : 


AO or, DA 
ou dv ou ov ou Ov 
De. ro of. of, 
ou dv ou dv | Ou Ov 


est différent de zéro. 

Dans le voisinage d’un point ordinaire ainsi défini, on peut 
encore considérer une des trois coordonnées x, y, 3 comme 
fonction des deux autres. En effet, si le premier de ces déter- 
minants est différent de zéro, les deux premières équations (3) 
définissent u et v en fonction de x, y et, en portant ces valeurs 
dans la troisième équation, on obtient z en fonction de x et y, 
c'est-à-dire que l’équation de la surface se met sous la forme (2). 

Donc, dans les démonstrations, on pourra supposer à son gré 
que la surface soit définie par une équation de la forme (2) ou 
par un système de la forme (3). Les démonstrations seront 
générales à condition de se borner aux points ordinaires de la 
surface. 


304. Représentation analytique d'une courbe de l'espace, — En 
premier lieu, on peut définir une courbe de l’espace comme 
l'intersection de deux surfaces différentes, ou comme le lieu 
des points dont les coordonnées vérifient deux équations : 


(4) F(x, Ms)E=0, EX, y, 7) = 0. 


Les points ordinaires de la courbe sont ceux où les deux 
fonctions F, et F, sont continues ainsi que leurs dérivées par- 
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tielles premières et où l’un au moins des trois déterminants : 


OF, OF, OF, OF, OF, OF, 
ôdy 02 ôz Oôx 0x 0Y 
OFPMOIS OF; OF, OF, 0F;, 
ÔY oz DR OX OO Y: 


n’est pas nul. 

Si le premier de ces déterminants n’est pas nul, les équations 
(4) définissent deux fonctions implicites y et z de x et, par con- 
séquent, elles peuvent, au moins implicitement, se ramener à 
la forme 

(5) Je g(x), z = (x), 
ces deux fonctions ayant des dérivées premières continues. 

Les résultats que nous établirons en raisonnant sur les équa- 
tions de la forme (5) s'étendent aux équations de la forme (4), à 
condition de nous limiter aux points ordinaires de la courbe et 
d'introduire les conditions de continuité des dérivées jusqu’au 
même ordre. 

On peut, en second lieu, considérer une courbe comme le lieu 
des positions successives d'un point mobile, ce qui conduit à 
exprimer x, y, z en fonction d’une variable indépendante €. On 
obtient ainsi une représentation paramétrique de la courbe au 
moyen de trois équations : 


(6) x = w;(t), à Die ot), Cie oa(t). 

On appelle alors points ordinaires de la courbe, ceux où les 
trois fonctions © sont continues ainsi que leurs dérivées et où 
l’une au moins des trois dérivéesw;,w! ouv: est différente de zéro. 

Dans le voisinage d’un point ordinaire, le système (6) peut 
aussi se transformer dans le système analogue à (5). En effet, 
si w,(t) n’est pas nul, la première équation (6) définit £ en fonc- 
tion de x (n° 170), et en portant cette valeur dans les deux 
équations suivantes, on obtient y et 3 en fonction de x. 

Donc, dans les démonstrations, on peut choisir le mode de 
représentation que l’on veut. Les conclusions seront générales 
à condition de se borner aux points ordinaires de la courbe. 

C’est le mode de représentation paramétrique qui est le plus 
employé, parce qu’il a l'avantage de rendre les formules plus 
symétriques. Les formules ainsi établies renferment comme cas 
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particulier celles relatives au premier mode de représentation, 
car les équations (6) se réduisent à la forme (5) si { — x. 

Pour les démonstrations, nous mettrons le plus souvent les 
équations de la courbe sous la forme (6) et nous indiquerons 
jusqu’à quel ordre nous supposerons l’existence ou la continuité 
des dérivées. 

Lorsque tous les points d’une courbe sont dans un même plan, 
la courbe est plane, elle est gauche dans le cas contraire. 


305. Tangente et plan normal à une courbe. — Supposons que la 
courbe, rapportée à des axes rectangulaires ou obliques, ait 
pour représentation paramétrique 


(7) = pi(t), LS Pa(t), Rires Pa(t). 

La tangente en un point M de coordonnées x, y, 2 est la 
limite d’une sécante passant par ce point et par un autre point 
M' qui se rapproche indéfiniment du premier. Soient At l’ac- 
croissement qu’il faut donner au paramètre pour passer de M 
à M' ; 4x, Ay, Az les accroissements correspondants des coor- 
données. Les équations de la sécante MM' peuvent s’écrire 
(6, n, 6 désignant les coordonnées courantes) 


(8) E—x n—y C—3z 


Ax VAR NZ) 

Divisons les dénominateurs par At et faisons tendre At vers 0. 
Les quotients Ax : At, Ay : At, Az : At tendent vers les dérivées 
x', y', z', Supposées existantes, de x, y, 3 par rapport à {. On 
trouve ainsi les équations de la tangente au point M, à savoir 


———————_ = 


x! ÿ! TyI z' 


€) ETS 


Ces équations supposent toutefois que x!, y', 3! ne s’annulent 
pas simultanément au point M, et c’est ce qui a lieu en un point 
ordinaire de la courbe. 

Multiplions par dt les trois dénominateurs des équations (9) ; 
les équations de la tangente prennent la forme suivante, indé- 
pendante du mode de représentation adopté pour la courbe : 


(10) See 2 em 


Le plan normal en un point d’une courbe est le plan mené par 
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ce point perpendiculairement à la tangente. Nous supposerons 
les axes rectangulaires. L’équation du plan normal se déduit 
des équations (9) ou (10), car les coefficients de direction de la 
tangente sont les coefficients de l’équation du plan normal ; 
cette équation sera de l’une des deux formes : 


(1) E—ax)æ +(n—y)y + E—3)z 0, 
(12) (E— x) dx +(n— y) dy + (C— 23) dz = 0. 


306. Longueur d’un are de courbe. Différentielle de l’arc. — La 
longueur d’un arc de courbe AB se définit comme dans le cas 
des courbes planes (n° 286). C’est la limite, quand elle existe, 
du périmètre d’un polygone inscrit dont les sommets se suivent 
dans un sens déterminé, lorsque le nombre des côtés augmente 
indéfiniment et que chacun des côtés tend vers zéro. Nous allons 
démontrer l’existence de cette limite, en supposant que tous les 
points de l’arc AB soient des points ordinaires. Nous pouvons 
donc admettre que les équations de la courbe soient de la forme 


Der o(x), BE g(x), 
les deux fonctions © et} ayant des dérivées continues. Les axes 
seront supposés rectangulaires. 

Soient a et b les abscisses des extrémités de l’arc AB (a < b). 
Marquons sur cet are n + 1 points (y compris les extrémités). 
Soient X;, Xo,... Xn+4, les abscisses de ces points numérotées par 
ordre de grandeur, de sorte que x, = a et x»41 — b seront celles 
des extrémités. Désignons par y; et 3; les valeurs de y et de z 
pour x = x;. Inscrivons dans l’arc AB un polygone ayant ces 
n +1 points pour sommets. Le côté c; qui joint les points 
d’abscisses x; et x;+, à pour longueur 


Mais la formule des accroissements finis nous donne, X; et 
&; étant compris entre x; et x;44, 
MÉLENVEIE (Xi44 cer X;)p (Xi), BH TT 2 = (X:+1 a | Xi) p'(É). 
Désignons par M; et m,; les bornes supérieure et inférieure de 


la fonction +’ (x)? dans l’intervalle (x;, x;+1) et par 0 une quantité 
de valeur absolue moindre que 1 ; nous aurons 


PR) = pi) + OM: — mi). 
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Donc, en posant, en abrégé, 
D = (Xira — Xi), 
nous pouvons mettre c; sous la forme 
Ci = di V1 + PE) + VE)? + (M: — mi). 
Mais la racine carrée d’une quantité supérieure à l’unité varie 
moins rapidement que cette quantité (*) ; nous avons donc 


Ci = D V1 + »'(6:)? + 46), 
avec une erreur moindre en valeur absolue que (M; — m;) à; ; et, 
en désignant par P le périmètre du polygone inscrit, 


12 Ë ds VI + (+ d'(k)?, 


avec une erreur moindre que (M; — m;)ù. 
Faisons tendre tous les côtés du polygone et, par suite, tous 
les à, vers zéro : il vient par définition de l'intégrale (n° 220) 


b sise enar 
lin P— faxvr + ox)? + d'(x)?, 


sans aucune erreur, Car, comme la fonction continue 4'(x)? est 
intégrable, les deux sommes ZM; et Zm,ù,; tendent vers la même 
limite et Z(M; — m;)è; tend vers zéro. 

L’arc variable AM, compris entre un point fixe À d’abscisse 
a et un point variable M d’abscisse x, est une fonction s de x. 
Cette fonction est continue et admet une dérivée. On a, en effet, 


(13) = [avi Hp (oc) + d'(xc)?. 
ds PPS DE JDN OVER TU) ER TT 
(14) = VI pa) + PUY. 
La différentielle de l'arc sera donc 
(15) ds = dxVr + px) + x) — as) 1+ a) +). 


Dans les calculs précédents, tous les radicaux ont été pris 
positivement, ce qui revient à considérer l’arc s comme crois- 


(*) En effet, si a est > 1, on a, quel que soit x, 


|Vax—Val=|+:(VatstVal<lxl 
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sant dans le même sens que x. Dans l’hypothèse inverse, les 
radicaux seraient pris négativement. Nous ferons (sauf indica- 
tion contraire) la première hypothèse, chaque fois que x sera 
pris comme variable indépendante. 


30'7. Théorème — Le rapport d’un arc infiniment petit à la 
corde qui le sous-tend a pour limite l'unité. 

En effet, soient As la longueur de l'arc, Ax, Ay et Az les diffé- 
rences des coordonnées des extrémités. La corde correspon- 
dante c a pour mesure VAx? + Ay? + Az°. Lorsque ces quantités 
tendent vers zéro, on à 


= a 


FES Vo 


en vertu de la formule (15). Le signe du radical ne donne pas 
lieu à discussion, car il ne s’agit dans le théorème que de lon- 
gueurs absolues. 


. As k 
Lim — — lim 
C 


308. Dérivée et différentielle de l’arc dans le cas d’une représentation 
paramétrique. — La formule (15) peut se mettre sous la forme 


(16) ds = + Vdx? + dy? + dz?. 

Cette formule ne contient plus que les différentielles des 
coordonnées et elle ne dépend plus en rien du mode de repré- 
sentation choisi pour la courbe. Elle est donc générale et elle 
s'applique au cas d’une représentation paramétrique. Les coor- 
données x, y, 3 sont alors des fonctions de t ayant, par hypo- 
thèse, des dérivées continues x', y', z'. Remplacçons dx, dy, dz 
par x'dt, y'dt, z'dt. La formule (16) devient 


(17) ds = die EYE EST 
et la dérivée s' par rapport à t sera 
(18) s'— + VRP EYE ZE 
Le signe à donner aux radicaux dépend du sens dans lequel on 
compte l’arc. Sauf indication contraire, nous leur donnerons le 


signe +, ce qui revient à compter l’arc dans le sens où t varie 
en croissant, 


Le] 
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309. Cosinus directeurs de la tangente, — Nous désignerons par 
«, P, y les cosinus des angles que fait la tangente avec les axes 
coordonnés, ou les cosinus directeurs de cette droite. Pour les 
définir sans ambiguité, considérons la tangente menée au point 
M(x, y, z) dans le sens des ares croissants. Les cosinus direc- 
teurs de la droite MM' qui joint le point M au point M'de coor- 
données x + Ax, y + Ay, z + Az sont, c désignant la longueur 
absolue de la droite MM', 


AG NV NZ 


? 2 La 


C C C 


Soit As l’arc MM'; As sera positif si MM'est mené dans le sens 
des arcs croissants. Or les expressions précédentes peuvent 
s’écrire 

Ax As AyÂs AzAs 
SR NSNCH POST CA 

Quand M' tend vers M, As et c étant positifs, As : c a pour 
limite + 1 (n° 308). Les cosinus directeurs de la direction MM' 
à la limite sont donc 

d dz 
(19) ü—=—— p=r, Pre 

Tels sont, en grandeur et en signe, les cosinus directeurs de 
la tangente menée dans le sens des arcs croissants. | 

Dans le cas d’une représentation paramétrique, x, y, z sont 
des fonctions de t ; on peut, dans les formules précédentes, 
remplacer les différentielles par les dérivées ets’ par sa valeur 
(18) ; il vient ainsi 


si Vo + y" + 2/2 ) 


a 
| x! y! er Z s! 
Si le radical est pris positivement, s et { croissent dans le 


(20) 


même sens et la tangente est menée dans le sens où t{ varie en 
croissant. 

REMARQUE. — Les formules précédentes prouvent que toute 
courbe dont les tangentes sont parallèles à une direction fixe, 
se réduit à une droite. En effet, soient, a, b, c les coefficients de 
la direction fixe. On a 
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Donc x :a. y:bet z:c,ayant même dérivée, ne diffèrent que 
par des constantes et l’on a 
ne VAE 
20 c + C, b c (ou 


Ce sont les équations d’une droite. 


310. Plan tangent à une surface. — Considérons d’abord une 
surface définie par l'équation 


(21) : rs f(x, y). 

THÉORÈME. — En tout point M de la surface où f(x, y) est 
différentiable, le lieu géométrique des tang'entes menées au point 
M à toutes les courbes tracées sur la surface et passant par ce 
point, est un plan auquel on donne le nom de plan tang'ent à la 
surface. 

Toute courbe tracée sur la surface et douée d’une tangente, 
se projette sur le plan xy suivant une certaine courbe plane 
douée d’une tangente, Considérons une représentation paramé- 
trique de cette courbe plane 


(22) get 
L'ensemble des équations (21) et (22) fournit une représenta- 
tion paramétrique correspondante de la courbe tracée sur la 
surface, car, en remplaçant x et y par o(t) et 4(#), ANSE (21) 
donne aussi 3 en fonction de té. 
Les équations de la tangente au point M{x, y, à de. cette 
courbe sont (n° 306) 


E—Xx n—y C—3z 

Mais, en dérivant totalement l’équation (21) par rapport à t, en 
désignant par p, q les dérivées partielles de f(x, y) par rapport 
à x, y eten observant que les dérivées x', y' par rapport à £ 


sont existantes par hypothèse, on a (n° 150) 
ZX EE Q Ve 


En éliminant x', y', z!' entre cette équation et les précédentes, 
on trouve la relation | | 


(24) G— 2 = pé — x) + q(n — Y), 
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qui est vérifiée par les coordonnées Ë, n, € d’un point d’une tan- 
gente quelconque passant par M. Cette équation, étant du pre- 
mier degré, est celle d’un plan. Ce plan est le plan tangent à la 
surface au point M. 
Considérons maintenant une surface définie par l’équation 
(25) F(xX, y, 2) 0; 

Elle admet un plan tang'ent en tout point ordinaire. En effet, 
une des dérivées, F! par exemple, n’est pas nulle. Alors l’équa- 
tion (25) admet une solution 3 de la forme (21) dont les dérivées 
partielles sont 


HU 
PERS Tr REEFTA S 


Le théorème précédent s'applique et, par la substitution de 

ces valeurs de p, q, l'équation (24) devient 
(28) (E—ax)FL+(n—y)F,+G—2)F! —0. 

Donc l'équation du plan tang'ent en un point ordinaire s’ob- 
tient en différentiant totalement l'équation de la surface et en 
remplaçant dx, dy et dz pari—x,n—7yetC—3. 

Considérons enfin une surface définie par une représentation 
paramétrique | 

(27) RE (a, v), DES fu, u), Die fa(u, v). 

I1 suffit de faire u et v fonctions d’un paramètre unique t pour 
que les équations précédentes soient celles d’une courbe tracée 
sur la surface. Les équations de la tangente à cette courbe au 
point M sont, les accents désignant sans indices des dérivées 


par rapport à t, 
E—x n—y C—z 
EEE 27 


Mais, x, y, z étant supposés différentiables en u, v, les coeffi- 
cients de directions x!', y' et 3' ont maintenant pour expressions: 
LE PE ON PP ST EN CT D LAB Al Er PCA D DEN 1 
X =X,U +X,U, MR ALLOY. FU”, 3 =Z,U +2, ; 
et ils sont liés par une relation générale, qui résulte de l’élimi- 
nation de u' et v', à savoir 
x! Y' z! 
! RCA NE 
TEA C7 0270 Niue 0. 
! ( ! 
| Xy Yo Zy 


334 CHAPITRE IX. SURFACES ET COURBES GAUCHES 


L’élimination de x', y’, z' entre les équations de la tangente et 
cette relation fournit une équation vérifiée par les coordonnées 
des points d’une tangente quelconque passant par M. C’est 
l'équation du plan tangent. Pour l'obtenir, il suffit de remplacer 
x', y', z' par é— x, n — y et Ü — z dans la relation précédente, 
ce qui donne 


(28) x, 1 200) 


D'ailleurs, en un point ordinaire, cette équation ne peut pas 
se réduire à une identité, car l’un au moins des trois mineurs 
relatifs à £ — x, n — y et 6 — z n’est pas nul (n° 303). 


31 1. Normale à une surface (axes rectangulaires). — La normale 
en un point M (x. y, z) d’une surface est la perpendiculaire 
élevée au plan tangent en ce point. Les équations de la normale 
se déduisent immédiatement de celle de ce plan. En effet, les 
axes étant rectangulaires, les coefficients de directions de la 
normale sont les coefficients de l’équation du plan tangent. La 
normale sera représentée par l’un des trois systèmes d’équa- 
tions, correspondant respectivement à (24), (26) et (28) : 


(29) RTE = F7 . 


Les cosinus directeurs X, Y, Z de la normale sont propor- 
tionnels aux dénominateurs qui figurent dans chacun des trois 
systèmes d'équations. Ils se déterminent done par l’un des trois 
systèmes correspondants : 


X \ Z hi TR 
ar VI Ep? + q® 


/ EE 
P q 
XH, VON RES 1 
(80) | Fe y Fr NF En 
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Le double signe du radical correspond aux deux sens opposés 
dans lesquels on peut mener la normale. 


S 2. Plan osculateur. 
Courbure et torsion des courbes gauches. 


312. Représentation de la courbe. — Dans tout le paragraphe 
actuel nous considèrerons la représentation paramétrique sui- 
vante d’une courbe gauche : 


(1) NE p1(6), VAE pa(t), 3 — pa(t). 

Nous admettrons la continuité des dérivées premières et se- 
condes de x, y, 3 par rapport à {, en outre (mais seulement à 
partir du n° 320) l'existence des dérivées troisièmes. Les points 
seront supposés ordinaires, donc l’une au moins des dérivées 
x', y', z! différente de 0. 

Nous supposerons les axes coordonnés rectangulaires (*). 


313. Plan osculateur, — Le plan osculateur en un point M 
d'une courbe gauche est la limite d’un plan passant par le 
point M et deux autres points M' et M' de la courbe qui se 
rapprochent indéfiniment du premier. — Cherchons-en l’équa- 
tion. 

L’équation d’un plan quelconque est de la forme 


(2) AË + Br + CC + P = 0. 

Posons À, B, C et P désignant des constantes et x, y, z les 
fonctions (1) de t écrites ci-dessus, 

(3) F(£) = Ax + By + C2 + P. 

Soient t, t, et t, les valeurs du paramètre qui correspondent 
aux trois points M, M'et M" ; les équations qui expriment que 
le plan (2) passe par ces trois points sont : 

K(t) = 0, HZ) = 0, F(t;) = 0. 

Mais alors, en vertu du théorème de Rolle, F' a une racine + 

comprise entre tet t, et une autre racine Tr! comprise entre é, 


(*) On observera cependant que les n° 313, 314 et 315 subsistent sans 
changement en axes obliques. 
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et {. Pour la même raison, F'! a une racine r, comprise entre + 
et T'. On a donc les trois équations : 


F(t)=0, F(x)=0, F'{r,)=—0. 
Faisons tendre M' et M'' vers M, c’est-à-dire f, et l, vers t ; 


T et t, tendent aussi vers t et, à la limite, les dérivées étant 
continues, les trois équations précédentes deviennent : 


(44) F(6) = 0, (00; E*(8) = 10; 
Ce sont les trois équations qui déterminent les coefficients 
À, B, Cet P de l’équation du plan osculateur (ou, plus exacte- 


ment les rapports de ces coefficients). En les développant, il 
vient : 
Ax + By + Cz+P = 0, 
(45) Ax'+By'+Cz'—=0, 
Ax'" + By" + Oz"! = 0. 

On élimine P en soustrayant de (2) la première des équa- 
tions (4) ; on met ainsi l'équation du plan osculateur sous la 
forme 

(5) A (TX) ER M) CCE 0 
où À, B, C doivent satisfaire aux deux dernières équations (45). 
Entre celles-ci et (5), on peut éliminer A, B, C et l’on obtient 
l’équation du plan osculateur sous forme de déterminant : 


E—x n—y C—z | —=0. 
(6) sw! Vs z 


Les coefficients A, B, C ne sont déterminés jusqu'ici qu’à un 
facteur près. Maïs nous conviendrons de désigner par À, B et C 
les coefficients qui figurent dans l’équation (6), de sorte que 
nous poserons 

(7) mA le SR ER CN ENEERCE 

Les équations (5) et (6) ne représentent le plan osculateur que 
si l’une au moins des quantités À, B et C est différente de zéro. 
Si ces trois quantités s’annulaient simultanément en un point, 
les deux équations se réduiraient à des identités et l’équation 
du plan osculateur devrait être modifiée. Nous laisserons de 
côté ces points exceptionnels pour le moment. Il doit donc être 
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bien entendu à partir d'ici qu'une au moins des trois quantités 
A, B, C est supposée différente de 0. 

REMARQUE. — Il est impossible que À, B, CS lors à la fois 
tout le long d’une courbe. En effet, on aurait, le long de cette 


courbe, 
x"! va z!! : ' x 
SN ou D Log x' = D Log y = D Log z'. 


Done Log x', Log y', Log z', ayant même dérivée, ne diffé- 
reraient que par des constantes et les quantités x', y', 3! seraient 
dans un rapport constant. On pourrait donc poser 


et, la direction de la tangente étant constante, la courbe se ré- 
duirait à une droite (n° 309). 


814. Théorème. — Le plan mené par la tang'ente au point M 
parallèlement à la tang'ente au point infiniment voisin M',a 
pour limite le plan osculateur. 

Soit (2) l'équation de ce plan. La condition de passer par M 
donne F(t) = 0 ; la condition d’être parallèle à la tangente au 
même point M,tangente dont les cosinus directeurs sont propor- 
tionnels à x', y', z', donne Ax! + By' + Cz' = 0 ou F'(#) = 0 ; de 
même, la condition d’être parallèle à la tangente au point M' 
donne F'(f,) = 0. Mais alors, en vertu du théorème de Rolle, F' 
a une racine t comprise entre tet t,. Les coefficients du plan 
considéré vérifient donc les trois équations : 


Ft =0, E()—0, F'({r)—0. 


Quand M' tend vers M, f, tend vers t et tr également. Donc 
les coefficients du plan-limite vérifient les trois équations qui 
déterminent ceux du plan osculateur : 


F(8 = 0, (DU; E"(€) = 0. 
315. Cercle osculateur. — Le cercle osculateur en un point M 
d'une courbe gauche est la limite d'un cercle passant par ce 


point et par deux autres points M'et M' de la courbe quise 
rapprochent indéfiniment du premier. 


22 
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PR Re ee 


Soient x;, Y,, 3, les coordonnées du centre et R le rayon du 
cercle passant par les trois points M, M' et M”. Soient t, £,, t, 
les valeurs du paramètre correspondant à ces trois points. Con- 
sidérons x, y, 3 comme les fonctions (1) de { et posons 


FE) AN ER 0 = IEEE STE 
Les quantités x,, y,, 3, et R vérifieront les trois équations : 
H(1)=0, FEU, F(4)E==0; 
qui expriment que le centre (x,, y, 3,) est à la distance R des 
trois points M, M'et M". On en conclut, comme dans le cas 


d’une courbe plane (n° 294), que les éléments x,, y,, 3, et R du 
cercle osculateur vérifient les trois équations : 
Ft) ==0; H(D=0 HÉUESSRU 
D'autre part, le cercle osculateur étant dans le plan oscula- 
teur, qui est la limite du plan MM'M", les coordonnées du cen- 
tre verifient l'équation (5) de ce plan. On a donc 
(8}: “AG x) TBE MAC) EN 
l’une des trois quantités À, B, C étant supposée différente de 0 
(199575). 
Ajoutons à celles-ci les équations F'(6) — 0 et F"'( = 0, qui 
développées deviennent 
@) (X (CN) ET PNR AE 21) 0: 
(xxx) +7" (y —Y1) +222) = (x? +742"). 
Nous formons un système de trois équations, résoluble par 
rapport à (X — x,), (y — y,) et (3 — z,), et d’où l’on tire, en ob- 
servant que le déterminant du système est A? + B? + C?, qui 
est différent de 0 par hypothèse (n° 313), 


MT NS ET de) _ x? rylè per 
(10) Br LC MC AT NA MENRx T AZ LB: JT CE : 


Ces équations déterminent les coordonnées x,, y, et =, du 
centre du cercle osculateur. 
Le rayon R se détermine ensuite au moyen de l’équation 
F(t) = 0, qui donne 
REX r) ST (VERSET LE 
Remplacons dans le second membre les parenthèses par leurs 
valeurs tirées du système précédent, et ayons égard à l’identité 
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”. (Bz'— Cy'}: ++ (Cx' — Az}? + (Ay' — Bx') — 
FRE (A+ B2+C?)(x° + y +232) — (Ax'+By'+ Cz'}?; 
il viendra, puisque ce dernier carré est nul (45), 

(x? + y? + Ra): Hi Te s'3 k 
VA? HR C2° 


ES 3 
(12) Re APR OE) 
On attribue à R une valeur positive, donc au radical le signe 


de s'. 


REMARQUE. — Le centre du cercle osculateur se trouve, comme 
on l’a vu plus haut, dans le plan osculateur. Il se trouve aussi 
dans le plan normal. En effet, la première des équations (9), 
F'(£) = 0, exprime que les coordonnées x,, y, 3, vérifient 


l'équation du plan normal. 


316. Transformation des formules précédentes, — Pour un instant, 
prenons s comme variable indépendante : nous aurons s? —1 
et Ds! = 0, c’est-à-dire 

x'? 2 à + 212 = I, x'x!! + y'y" + RAPAL nt) 

Ces formules permettent de simplifer celles du n° précédent. 

Nous avons, en effet, eu égard aux valeurs (7) de B et C, 
"Bz Cyr (y Lat)xll (y'y" + 3'3 x" 
À = (y + a t)x — (— xx!" )x! = 0 un 

De même, 

Cx'— Az =y", Ay'—Bx'=2" 
et l’identité (11) se réduit à 
A? + B? + C= x"? + y LE Ze, 

Comme, dans notre hypothèse sur s, les dérivées x", y", 2" 

sont les dérivées premières de «, B, y (cosinus directeurs de la 


tangente), les formnles précédentes deviennent 


cl ( ES ETES Al pa x! — L al ns H fl LORS 
Bz'— Cy'— Cx' — Az — a A y Bx ds’ 


HAS ENRE da? de “a 
2 ce LR EN Re une 1 Ru 10 
ASE CEE a) + 4e | 


Portons ces valeurs dans les formules (10)et (12), nons trouvons 


X Yi Y A2 ds? 


9 Un — d dy Pda ta 


340 CHAPITRE IX. SURFACES ET COURBES GAUCHES 


Ces formules (13) ne contiennent plus que des différentielles 
premières d'éléments définis sur la courbe, elles sont donc 
indépendantes du choix de la variable indépendante et géné- 
rales comme (10) et (12). 


31'7. Courbure. Rayon de courbure. — La courbure se définit 
dans les courbes gauches comme dans les courbes planes. Con- 
sidérons sur la courbe deux points M et M' et menons les tan- 
gentes MT et M'T'en ces deux points dans le sens des ares 
croissants. Formons le rapport de l’angle de ces deux tangentes 
à la longueur de l’arc ; la limite de ce rapport quand le point M' 
se rapproche indéfiniment du point M, s'appelle la courbure de 
la courbe au point M. | 

Le rayon de courbure au point M est le rayon d’un cercle 
ayant même courbure que la courbe en ce point ; il est donc 
égal à l'inverse de la courbure. 

Pour déterminer ce rayon R, désignons par a, $, y les cosinus 
directeurs de la tangente MT au point M (x, y, z), par « + Aa, 
B + AB, y + Ay ceux de la tangente M'T' au point M', par ® 
l’angle des deux tangeutes MT et M'T' ; on a 

co8 g = a (a+ Aa) ++ 8 (B + AB) + (y + Av). 

Mais les cosinus directeurs de MT et M'T' satisfont aux deux 
relations : 

+ By, (a+ Aa) + (BA) + (y + A = x. 

En les ajoutant, il vient 
2[a(a + Aa) + B(B+ AB) + y (y + Ay)] = 2 — (Au? + AB? + Ay?); 


d’où, puisque le premier membre est 2 cos w, 
2 
An? + AR? + AY? = 2 (r — cosy) — (2 sin ) 


Comme le rapport de 2 sin Le à © a pour limite l’unité quand + 


tend vers zéro, on peut, sans en changer la limite, substituer 
ces deux quantités l’une à l’autre dans un rapport d’infiniment 
petits. Soit As la longueur de l’arc infiniment petit MM'; la cour- 
bure 1: R au point M est égale à la limite de v : As ; il vient donc 


HUE 
2 Sin t- 
SHURNT Le MERE ds s) _ : Ac? + Af? + Ay° 
p=lim( à) = lim ET em 
dut + dB + ay at +pe ty 
re RINUES 


R? ds? 
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Donc, en vertu de la formule (13), le rayon de courbure est 
ég'al au rayon du cercle osculateur. 

On considère R comme essentiellement positif, son expression 
en fonction des dérivées des coordonnées sera donnée par la 
formule (12) : 

SE Pere En 
V A? + B? + C? 
à le radical reçoit le signe de s!. 

Le cercle osculateur, ayant pour rayon le rayon de courbure, 
reçoit, à cause de cela, le nom de cercle de courbure et son 
centre celui de centre de courbure. 


318. Position du rayon de courbure. Normale principale. — On 
considère généralement le rayon de courbure comme déterminé 
de situation, de direction et de sens. C’est le vecteur mené du 
point M au centre de courbure correspondant, dont les coordon- 
nées x,, Y, et z, ont été déterminées précédemment (n° 316). 
Le rayon de courbure est normal à la courbe et situé dans le 
plan osculateur, car le centre de courbure se trouve dans le 
plan normal et dans le plan osculateur (n° 315). On donne le 
nom de normale principale à celle qui a cette direction et ce 
sens. Ses cosinus directeurs À, u et v se déduisent, sans ambi- 
guité de signe, des équations (13) en y faisant les substitutions : 


KR RK, 0 Vi PRE, | ze z = Ry. 


Il vient ainsi 

PCT ORNE 1e 
(9 da dÿ dy ds 

ou encore , en divisant tous les dénominateurs par dt, 


er ST 


AE p' à El s 

Comme «', $' et y' changent de signe en même temps que s', 

ces formules mettent en évidence que À, x, y ne dépendent pas 
du sens dans lequel on compte les arcs. 


(15) 7 mn y. © R 


319. Directions principales. Sens de la binormale. — Par le point 
M d’une courbe, menons /a tang'ente dans le sens des ares crois- 
sants, la normale principale et la perpendiculaire au plan oscu- 
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lateur. Cette dernière droite, qui est perpendiculaire aux deux 
autres, s’appelle, à cause de cela, /a binormale. Ces trois droites 
forment, en chaque point d’une courbe, le trièdre principal et 
leurs directions, qui sont perpendiculaires entre elles, s’appel- 
lent les directions principales. 

Les cosinus directeurs «, $ et y de la tangente MT menée 
dans le sens des ares croissants, et ceux À, 1, y de la normale 
principale sont définis sans ambiguité par les formules (20) du 
n° 309 et (15) du n° 318, à savoir 


DE CA noir RU ON NIERR 


rues ce VS 


Nous désignerons par X, Y et Z les cosinus directeurs de la 
binormale MB. Ceux-ci étant proportionnels aux coefficients 
À, Bet C de l’équation du plan osculateur, nous aurons 


OL 
AGREE C VA? + BB? + C7 


(16) 


Le radical est susceptible d’un double signe, qui correspond 
aux deux sens opposés dans lesquels on peut mener la binor- 
male MB. Pour déterminer ce sens et, par conséquent, le signe 
du radical, il faut une nouvelle convention.. Nous conviendrons 
de mener la binormale MB de telle manière que le trièdre princi- 
pal MTNB soit de même rotation que celui OXYZ des axes 
coordonnés, c’est-à-dire que ces deux trièdres soient superpo- 
sables, MT sur OX, MN sur OY et MB sur OZ. Pour réaliser 
cette condition, nous allons montrer qu’il faut donner au radi- 
ral qui figure dans les formules (16) le signe de s'. 

En effet, considérons le déterminant à formé avec les cosinus 
directeurs des directions principales et remplaçons-y «&, f, y et 
, LU, y par leurs valeurs ci-dessus ; il vient 


+ R | X y! s" | 
d RE ras To hs 
Le Pat MEL 7 à 

Cl PENSE 7 


Substituons encore les valeurs 


ES (x 


x 


N°1 AL 11 ! Û ll 

MS SE A Mont DUE SAR SUR 

ME RAR 0 Bey Ve ei 
S S VY IS A 
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il vient, par les propriétés des déterminants, 


x! y! z! 
R TRI R T \r 
Ô — AE X Y Z — AE (AX + BY —|- C F7: 
>, ne 7 


Remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs (16) ; il vient, le radi- 
eal ayant le même signe que dans ces formnles, 


PATENT ES US RE 
d— 5 VA? + BF C7. 


Reportons-nous à la valeur (12) de R ; il en résulte que à est 
égal à + 1 ou à — 1 suivant que le radical à le signe de s' ou le 
signe contraire (*). Donc, le radical recevant le signe de s', on 
ad— +I. 

Or d — + rest la condition qui exprime que les deux trièdres 
MTNB et OXYZ sont de même rotation. 

En effet, on peut toujours, par un déplacement continu, 
amener MT en coïncidence avec OX et MN en coïncidence avec 
OY. Alors MB est dirige suivant OZ ou en sens contraire : 
selon qu’on se trouve dans l’une ou l’autre hypothèse, on a 
Z = + 1, d'où 

100 
0H 0BTE0 = + I. 
! O0+7z 


: Mais, si à était égal à + r avant le déplacement, il le sera 
encore après, Car il ne peut changer brusquement de valeur 
pendant le déplacement. Donc MB sera venu en coïncidence 
avec OZ. 


320. Torsion. Rayon de torsion. — Après avoir considére l’angle 
de deux tangentes menées en deux points différents M et M' de 
la courbe, il est naturel de considérer l’angle de deux plans 
osculateurs. On arrive ainsi à la notion de seconde courbure ou 
de torsion. 

Comme nous l’avons déjà dit au n° 313, nous admettons dès 
maintenant l'existence des dérivées troisièmes de x, y, 3. 


—_—— — — 


(*) Le déterminant à formé avec les cosinus directeurs de trois direc- 
tions rectangulaires est toujours égal à 1 ou à — 1. On le vérilie immé- 
diatement en élevant ce déterminant au carré par la règle connue, 
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Considérons l'angle ÿ des plans osculateurs aux points M et 
M' ; formons le rapport de cet angle à l’are MM': la limite de 
ce rapport quand M' tend vers M est la torsion de la courbe au 
point M. Le rayon de torsion T au point M est l'inverse de la 
torsion en ce point. | 

Remarquons que l'angle des plans osculateurs aux points M 
et M'est le même que celui des binormales en ces mêmes points. 
Les cosinus directeurs de la binormale ont été désignés par 
X, Y et Z. Done le même calcul que celui qui à été fait au 
n° 317 pour déterminer 1 : R au moyen des cosinus directeurs 
a, Bet y de la tangente, donnera, dans le cas actuel, 

T XX? + L' + VAE 
2) TE. TRUE 

Cette formule suffit pour déterminer la valeur absolue de la 
torsion et du rayon de torsion. Un examen plus approfondi 
conduit cependant à donner un signe à la torsion. C’est ce qui 
sera fait dans le numéro suivant où nous donnerons en même 
temps la valeur de T en fonction des dérivées de x, y, z. 


321. Signe de la torsion, Détermination du rayon de torsion en gran- 
deur et en signe. — On a les trois équations : | 


X'HV+HZ— x, XX'+VYy' + Zz —0, Xx! + Yy"+Zz—=0,. 


En effet, la première devient identique et les deux suivantes se 
réduisent aux équations (48) quand on remplace X, Y, Z par 
leurs valeurs (16). Dérivons ces équations en tenant compte de 
la dernière ; il vient 

XX'+VV'+ZZ—0, 

XX! + Y'Y' + 3!/Z — 0, 

Al'X"! + 1 NA + AA TR ( + Ye + 23"). 

C’est un système de trois équations résoluble par rapport à 
X', Y', Z' et dont on tire, en observant que le déterminant du 
système est AX + BY + CZ (qui est différent de 0 en même 
temps que A? + B? + C?), 


| cs =: Y! : 7 _— (Xx!"! + Yy!" se 23") 
Ya'— Zy" Zx'— Xz' Xy—Yx AK+BY +CZ 
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Observons que l’on peut remplacer dans le dernier membre 
de cette suite d’égalités X, Y, Z par les quantités proportion- 
nelles A, B, C et que les dénominateurs des autres membres 
sont respectivement Às!, us', vs', car des égalités entre cosinus 
directeurs de directions rectangulaires 


Àa + uf + vy = 0, XX + uY + vZ = 0, 


on tire, grâce à la convention sur le sens de la binormale, 
MORE AN Tee D MU. Renan 
YY —8Z aZ—YyX BX—aY |afpy ue 
À uv 
XYZ 
d’où 
Yz'— Zy' = S'(YY — BZ) = Às', ete. 
I1 vient par ces substitutions 
DER S ES NY NES D 


RTS VS MORALE DE CE’ 


en posant en abrégé 


| x! y! z' 
(18) D Ax!!! + By" + Cz!'"! __ x!! y" z!! 
| x!!! you PAU 


En vertu de la formule (17), chacun des rapports égaux X': 5", 
Y':us', Z':ys' est encore égal, au signe près, à 


VRFEVYEEZE à 
ANNEE), 

Nous conviendrons de donner un signe àla torsion etde choisir 
cesigne de manière que chacun des rapports précédents soit égal, 
même en signe, à 1: T. Nous avons ainsi le système de formules : 
(19) PRE AR RTE ENS ED 

\S PRE CCS ASS UT A? + B? + C? 

La dernière montre que T s’exprime rationnellement en 
fonction des coordonnées du point M, ce qui n’avait pas lieu 
pour’le rayon de courbure. Le signe de la torsion est indépen- 
dant du sens dans lequel on compte les arcs puisque la der- 
nière formule est indépendante de s', 

La dernière formule montre que la torsion s’annule avec le 
déterminant D. On appelle plans osculateurs stationnaires ceux 
qui sont menés aux points où D — 0, 
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822. Théorème. — La droite, intersection du plan osculateur 
-en M {supposé non stationnaire) avec le plan osculateur en un 
point infinimeut voisin M', a pour limite la tang'ente en M. 

Commençons par une remarque préliminaire. On à 

BC'— CB'= B(x'y"!"— ÿ'x"1) — C(z'x!"! — x!211) 
= x'(By!" + Cz) — x'"(By' + Cz'). 

Mais By'+ Cz' = — Ax'; il vient 

BC' — CB' — x'(Ax!! + By" + C2) = Dx'. 

On en déduit par permutation circulaire les deux formules 
analogues : 

CA'— AC'= Dry, AB' — BA' = Dz'. 

Donc, en un point ordinaire où D n’est pas nul, une an moins 
des trois quantités BC! — CB',... est différente de 0. 

Arrivons maintenant au plan osculateur. Considérons x, y, Z 
et À, B, C comme des fonctions de t définies sur la courbe et 
posons (6, n, € étant indépendants de t) 

DE) = AG — x) + Bn= y) + CC). 

Les équations des plans osculateurs aux points M et M' de 

paramètres t et { + At seront 
P(6) = 0, D(t + At) = 0. 

Les coordonnés 6, n, Ç de l'intersection de ces deux plans 
vérifient ces deux équations à la fois, donc aussi leur différence 
AB —0 et aussi A® : A? = 0. Quand M'tend vers M, At tend 
vers 0 etE, n, 6 vérifient le système 

DE) = AG — x) + B(n — y) + CE — 2) = 0, 

P'(O = A(Ë— x) + B'n — y) + C'(É — 2) = 0, 
car P'(f) se simplifie par la relation Ax' + By! + Cz! = 0. Mais 
en vertu de notre remarque préliminaire, ce système peut être 
résolu par rapport à (£ — x)... et on en tire, en vertu des rela- 
tions BC'— CB' = Dx'.…. 


So A MR 


DX D 


Ce sont les équations de l’intersection-limite (D n'étant pas 
nul) et elles se confondent avec celles de la tangente. 
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REMARQUE. — Le théorème subsiste en général aux points 
où D = 0, mais à condition d'introduire de nouvelles hypothèses 
sur l’existence des dérivées d'ordre plus élevé. Nous n’exami- 
nerons pas cette question ici. 


328. Interprétation géométrique du signe de la torsion, — I] résulte 
du théorème précédent que, quand le point M se déplace sur la 
courbe dans un sens déterminé, la rotation du plan osculateur 
se fait autour de la tangente. Le sens de cette rotation dépend 
du signe de la torsion. C’est ce que nous allons montrer. 

Soient M un point variable et M, un point fixe sur la courbe, 
& l'angle de la binormale en M avec la normale principale en M,. 
On a : 

cos © = ÀAX + Mo Y + V2 
et, en différentiant et utilisant les relations (19), 


EU TI ! 
7e 


ÀX © prop Von 
ds A Ù 


S 4h 
Prenons M, dans la position actuelle de M ; nous aurons 


p — 90°, À == AR, donc 


Donc % et s varient en sens contraire si T est positif, et dans 
le même sens si T est négatif. Ainsi, lorsque le point M se dé- 
place sur la courbe dans le sens des arcs croissants, la rotation 
de la binormale autour de la tangente se fait du côté de la nor- 
male principale si T'est positif, et du côté opposé si T est négatif. 

Cette règle s'applique, quel que soit le sens de rotation du 
trièdre OX YZ. S'il est donné comme d’habitnde, un observateur 
qui se tient debout sur le plan YZ du côté de OX, voit la rota- 
tion de OY vers OZ se faire de gauche à droite (ou dans le sens 
des aiguilles d’une montre). Dans ce cas, la règle précédente se 
transforme dans la suivante : Un observateur immobile qui 
regarde s'éloigner le point M, verra tourner le plan osculateur 
dans le sens des aiguilles d'une montre si T est positif et dans le 
sens inverse si T est négatif. 

On dit que l'allure de la courbe est dextrorsum dans le pre- 
mier cas (T positif) et sinistrorsum dans le second (T négatif), 
Cette distinction est indépendante du sens dans lequel se fait 
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le mouvement, car, si Ce sens vient à changer, le sens de la 
rotation et la position de l’observateur sont renversés en même 
temps et les apparences restent les mêmes. 


324. Formules de Frenet. — Les formules de Frenet jouent un 
rôle important dans la théorie des courbes gauches. Elles ont 
pour objet d'exprimer les différentielles des cosinus directeurs 
des directions principales en fonction des cosinus eux-mêmes, 
de la courbure et de la torsion. Les trois systèmes de formules 
sont les suivants : 


du dj dy ds XIE CEE RTS 
E0) Tres PL Eee 
RU he mono on Ge 7 
ds 0 MERE TR" RTS NE 


Les deux premiers nous sont déjà connus, car ils reviennent 
à (14) et (19). Pour établir le troisième, on différentie, en tenant 
compte des deux premiers, les trois équations : 
ah + Bu + yv = 0, XX + Yu + Zv = 0, LEE —r; 
il vient 

| ds 

ad\ + Bdu + ydv — He 

ÀdX + pdu + #dv = 0, 


Xdi + Ydu + Zdv — Se. 


On ajoute ces équations respectivement multipliées par 
a, X, À, ou par $, Y, 1, ou par y, Z, y, on obtient les formules (22). 

On déduit de ces formules d'importantes conséquences, par 
exemple les suivantes : 

1° Toute courbe dont la courbure est constamment nulle est 
une droite. 

En effet, les formules (20) donnent dans ce cas da = dÊ£ = dy =0, 
donc &, $, y sont constants et la ligne est droite (n° 309). 

2° Toute courbe dont la torsion estconstamment nulleest plane. 

En effet, les formules (21) donnent alors dX = dY = dZ — 0, 
donc X, Y, Z sont constants. On a alors 


Xx + Yy + Zz — Const. 


car le premior membre à pour dérivée Xx! + Yy' + Zz! qui est 
aul. Donc la courbe est dans le plan représenté par cette équa- 
tion, 
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325. Expressions des dérivées successives des coordonnées par rapport 
a l'arc. — Prenons l’arc s comme variable indépendante. On a d’abord 


par les formules de Frenet, 


À 1R' LR X 
De, Made, MR ne (ter) 


Si l’on continue à dériver de proche en proche, en remplaçant cha- 
que fois les dérivées de «, À, X par leurs valeurs tirées des formules de 
Frenet, on trouve 

= aP1 + XP, + XP3, 


où P,, P. et P; sont des fonctions rationnelles de KR, T et de leurs 
dérivées successives. Ces mêmes fonctions s’introduisent dans les va- 
leurs de y”) et de 2%), de sorte que l’on a 


yo) = RP; + uPe + YP3, 
38 = YP; + vP2 + ZP3. 


. En particulier pour les trois premiers ordres, les valeurs de P;, P, 
et P; se trouvent dans les expressions de x!, #!/! et x!!! écrites ci-dessus. 


Pour faire une application de ces formules, plaçons l’origine des 
coordonnées à l’origine des arcs, prenons les axes coordonnés sui- 
vant les directions principales, OX suivant la tangente, OY suivant la 
normale principale, OZ suivant la binormale au point O, et propo- 
sons-nous de développer x, y et z suivant les puissances de s par la 
formule de Maclaurin. Bornons-nous seulement au calcul des trois 
premiers termes. Le développement de x est le suivant : 


TT 
#0 


6 


et ceux de y et z sont analogues. Dans le cas actuel, & = umo = Zo=1 
et les autres cosinus directeurs au point O sont nuls. On a donc 


53 + 


' 
! #0 

Æ = 40 + — 5? + 
2 


If 
A =", Xo —0, Xo = — 


0 F: 

I 

fers RL TD 
Se ntE VON TR’ Yo RE: 

es 1! ff F2: I 
3, = 0, Z9 = 0, 30 CRT 

Par conséquent, 
(je ES sè 


ps - 1 RATES 3 EX RS 
(28) x —=s GR ‘ +. y 2R —6R:° ere &R + 


Parmi les conséquences de ces formules, nous indiquerons seule- 
ment la suivante : Une courbe traverse chacun de ses plans osculateurs en 


son point de contact. 


En effet, sauf le cas de R ou bien T infini, la dernière équation 
montre que z change de signe avec s. A l’origine, le plan osculateur est 
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celui des #y ; la courbe passe donc d’un côté à l’autre de son plan 
osculateur. Le point M se mouvant sur la courbe dans le sens des 
arcs croissants, passe, par rapport au plan osculateur, du côté de la 
binormale si T est négatif, du côté opposé si T est positif. 


326. Hélice circulaire. — Cette courbe est décrite par un point M 
qui se meut uniformément sur une droite, laquelle tourne elle-même 
d’un mouvement uniforme autour d’un axe qui lui est parallèle. 
L’hélice est donc tracée sur un cylindre de révolution. Soient 7 le 
rayon de la section droite du cylindre et # une constante. Si l’on prend 
l’axe du cylindre pour axes des z et si l’on fait passer l’axe des y par 
un point de la courbe, les équations de l’hélice circulaire sont : 


4—#YSiNnt, Yy—7 COS, 2 = ht, 


Nous compterons les arcs dans le sens où # croît, de sorte que nous 
aurons, À désignant une constante positive, 


NC ERLETLEN EN ET 


SRE né 
PS ee 71 Dev r NÉE 
(L. NorPRr 
rem s! Mere 
! pi 
ES Re ce, 
ç y À 7 
ut DO Ce mn UN Is Te 
ky kx : 4 
X= M Ur 
I TAC À, 
TESTS MER 


Donc : 10 La courbure et la torsion sont constantes ; 20 la tangente, la 
binormale et la normale principale font des angles constants avec OZ (le 
dermer étant droit) ; 30 la torsion a le signe de k. 


Avec notre convention sur le sens de rotation des axes coordonnés, 
les spires, vues de l’extérieur du cylindre supposé vertical, paraissent 
monter de gauche à droite si k est positif (dextrorsum) et de droite à 
gauche si k est négatif (sinistrorsum). 


Les coordonnées du centre de courbure M, sont (n° 316) : 


M Rk\? À \2 
m=rtRi=—a(à) , n=—s(À) , 31 — 2. 


Donc le lieu du centre de courbure est une nouvelle hélice. Le centre de 
courbure au point M, de cette nouvelle hélice est au point M. Les 
deux hélices décrites par M et M, sont réciproques au point de vue 
de la courbure : chacune d’elles est le lieu des centres de courbure de 
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l’autre. C’est d’ailleurs une propriété générale des courbes à courbure 
constante. (Voir l'exercice 4 à la fin du paragraphe). 


Réciproquement, toute courbe qui a ses deux courbures constantes est une 
hélice (LrouvizLe). Ce théorème sera démontré au n° 328. 


32'7. Hélice quelconque. — Une droite AB qui reste parallèle à OZ 
et dont le point A décrit une courbe PQ dans le plan xy, engendre une 
surface cylindrique. Supposons que le point M se déplace avec une 
vitesse constante sur la droite AB pendant que le point À se déplace 
avec une vitesse constante sur la courbe PQ ; le point M décrit sur 
la surface du cylindre une courbe appelée hélice. Soit 5 l’arc de la cour- 
be PO (section droite du cylindre) ; les équations de l’hélice sont de 
la forme (4 constant) 


4=@(s), y=Ÿ{s),  2=ho. 
Prenons s comme variable indépendante ; nous avons 
42H y = T, s'— Va y Le = Vi FR. 


Donc : 10 l'arc s de l'hélice est proportionnel à l'arc s de la section droite 
Il vient alors 


A z' RAA | au 
Ne * 

Donc : 20 /a tangente à l'hélice fait un angle constant avec la génératrice 
du cylindre ; 3° la normale principale à l'hélice est normale au cylindre. I] 
vient ensuite 


1 Lapeyre ap" 


RE ne DEN eT CU 


__ Mais a? + f/2 est le carré de la courbure de la section droite, donc : 

4° des yayons de courbure aux points correspondants de l'hélice et de la sec- 
tion droite sont proportionnels. En particulier si l’hélice est à courbure 
constante, la section droite l’est aussi et devient un cercle (n° 208), 
donc : 50 oute hélice à courbure constante est circulaire. 


On tire maintenant des deux premières séries de formules de Frenet 

(23) Rada— TaX—0,  Raf — TaY —0, Ray — TaZ = 0. 

La dernière équation montre que 4Z s’annule avec dy, donc Z est 
constant et : 60 {a binormale à l'hélice fait un angle constant avec la généra- 


trice du cylindre. Enfin la dernière formule de Frenet devient mainte- 
nant (v étant nul) 


és PO ONE AE 4 ASE 
RE Ro TC OU VER 


et comme y et Z sont constants, nous voyons que : 7° les rayous de 
courbure et de torsion de l’hélice sont dans nn rapport constant. 
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Ces diverses propositions admettent des réciproques. C’est ce que 
ncus allons montrer. 


328. Conditions sous lesquelles une courbe est une hélice. — 1° Toute 
courbe dont la tangente fait un angle constant avec une droile fixe OZ, est 
une hélice. 


En effet, prenons s pour variable indépendante, on a z! — y (con- 
stant), donc en faisant passer le plan des #y par l’origine des arcs, z = Ys. 
On a ensuite | 


1=#2+y2 tt —o2Ly, d'où ‘5! —Vr—7!, 


et en comptant l’arc s de la section droite à partir du point correspon- 
dant à l’origine de l’arc s, on a 5 —Vir—Y?s. Donc, en exprimant x, 
y et z en fonction de 5, on a les équations d’une hélice : 


Dir o(o), Y Te W(o), DIS ns CE 


Ar 
20 Toute courbe dont la normale principale est perpendiculaire à une droite 
fixe OZ ; toute courbe dont la binormale fait un angle constant avec OZ, 
est une hélice. 


Ces propositions se ramènent respectivement à la précédente par 
l’une des formules : 


dy = _… ds, Ray — TaZ = 0, 


qui montrent que dy s’annule soit avec v, soit avec 47, auquel cas y 
est constant. 


30 Toute courbe dont les deux courbures sont dans un rapport constant est 
une hélice. 


Posons, en effet, 


He. NS DTA VA Y 


D 
R BE — Z=c; 


R 


a, b, c seront constants, car leurs différentielles seront nulles en vertu 
des équations (23). Additionnons les trois équations ci-dessus respec- 
tivement multipliées par 4, $, y, il vient 


aa + DB + cy — 71. 


Cette équation exprime que la tangente fait un angle constant avec 
une droite de coefficients directeurs 4, b, c, ce qui ramène au cas 1°. 


49 Toute courbe dont les deux courbures sont constantes est une hélice cir- 
culaire. | 


En effet, c'est une hélice en vertu de la proposition précédente et, 
comme elle est à courbure constante, elle est circulaire. (Voir ci-des- 
sus, n° 327, 50). | 
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329. Courbes de Bertrand. — On appelle courbes de Bertrand celles 
dont les deux courbures sont liées par une relation linéaire. On est 
conduit à ces courbes quand on se propose le problème suivant : 


Trouver une courbe gauche dont la normale principale soit aussi la normale 
principale d’une autre courbe. 


Soit M(x, y, z) le point qui décrit la première courbe, M\(x: y1, #1) 
celui qui décrit la seconde. Nous écrirons sans indice les éléments re- 
latifs à la courbe (M) et avec l'indice 1 ceux relatifs à la courbe (M). 


Soit p la distance MM, et 4 l’angle de la tangente MT; avec la tan- 
gente MT, angle compté positivement du côté de la binormale MB. 
Ces deux quantités p et 4 sont constantes. En effet, on a 


de? = dË(x — %1)? = 22 (x — x1)dx — 2E(x — xd 


et chacune de ces deux sommes est nulle, car M et M; se déplacent 
normalement à p, donc dp?—0. D'autre part, en vertu des formules 
de Frenet, on voit facilement (À, u, v et 1, lu, v, étant identiques) que 
Zada; et Za,da sont nuls, d’où 


d cos Y = d{au + Bi + Yy1) = 0, 


Donc es trièdres principaux relatifs aux deux courbes sont invariablement 
liés entre eux. | 
D'autre part, en dérivant par rapport à s les trois relations : 
#1 = # + Xp, Yi = …, 81 = … où p est constant, il vient 
ds ( œ X ) ds; 
ee Ar | Nec TR ee EE do 
(1) Dee R de Ai P Pr ds PA as 


Multipliant par «, 6, y et ajoutant ; par X, Ÿ, Z et ajoutant, il vient 


ds) CHPTREE dsi . NOUETPS 
(2) 7 COS Ÿ = 1 R” HAINE EST 
d’où 
LARGE cot? 
(3) our. 4e 


Donc les deux courbures de la courbe (M) sont liées par une rela- 
tion linéaire. La courbe (M) est une courbe de Bertrand et la courbe (M) 
en est une aussi, pour les mêmes raisons. 


Réciproquement, toute courbe de Bertrand (M) est conjuguée à une autre 
courbe (M) ayant même normale principale. 


En effet, si la courbe (M) satisfait à la relation (f, 4 constants) 
(4) a 


je dis que la courbe (M,) que l’on en déduit en portant MM, (ou ÿ) 
égal à p sur la normale principale, aura cette normale principale 
commune avec (M). 

he 
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En effet, p étant constant, on a les équations (1), d’où l’on tire, en 
multipliant par À, , vetajoutant, Xla; — 0, ce qui montre que MM, est 
une normale à (M). Donc on a, comme plus haut, les équations (2) 
et (3) et, par comparaison avec (4), cot 4 — g : p. Donc Ÿ est constant 
et il vient, à cause de ZÀa, — 0, 


0= d cos Ÿ = dia; Horse 
R; 
0 —= 4 sin V—I2X04) Nr DAC 


Donc la normale principale à (M,) est normale à MT et à MB et 
coïncide avec MM.. 


Une courbe qui a ses normales principales communes avec deux autres cour- 
bes est une hélice circulaire, et les normales principales sont alors communes 
à une infinilé d'hélices circulaires. 


En effet, Ret T', étant alors liés par deux relations linéaires distinctes, 
sont constants et la courbe est une hélice circulaire. D'autre part, la 
longueur constante MM, peut alors être prise arbitrairement. Toutes 
les hélices décrites par M, sont tracées sur des cylindres concentriques. 


EXERCICES. 


1. Appliquer les formules générales à la courbe 
yY= #?: 24, 3 = #3 : Ga7. 
R. En choisissant convenablement le sens des arcs, on a 


ds _a+7y 


dx . a 


Ensuite (e désignant l’unité du même signe que 4) 


2. Mème question pour la courbe 
Va : 50, Cr 0%: 2x. 
R. On a, en choisissant convenablement le sens des arcs, 


as __ 2x4 + af 


dx Qa?x? | 
Ensuite (2 désignant l’unité du même signe que x) 


0 0 Li ne Clan ddl Lo 9 ie 


24a?x? 2X4 aise X = €4, =£y, Z=t$. 
Ten etre) 


8Ba!xs 
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3. Calculer les dérivées des coordonnées x, y1, z, du centre de cour- 
bure M, d’une courbe gauche et celle de l’arc s, décrit par ce point. 

R. On dérive les relations #1 — # — RÀ,.. et l’on tient compte des 
formules de Frenet, On trouve 


al = AR! — X es y, =bR! —Y es 3, =vR'—7Z & se 
? 02 
SÉaR er 1° 
4. Courbes à courbure constante. — Le lieu du centre de courbure M; 


d'une courbe gauche à courbure constante jouit de propriétés remar- 


quables. On tire, dans ce cas, des équations de l’exercice précédent 
( ( ( 
Sri, ÉrEE RU —s. 
NET Z LL di 
En affectant de l'indice 1 les quantités qui se rapportent au lieu du 


point M, il vient 
MUR, GS, a 


Donc la tangente au point M, est parallèle à la binormale au point 
M. On a ensuite les trois relations : 


a = X!, B'=Y!, y! =Z". 


On en tire d’abord 
12 


LS 12 
al2 pie +y2= XL Ye +72, d'où _. = CORRE 
1 
ensuite, au moyen des formules de Frenet, 
À = — À, Hit; Andre 


On en conclut que le point M est le centre de courbure au point M, 
de la courbe décrite par ce centre de courbure. Donc les deux courbes 
considérées, la courbe génératrice et la courbe décrite par son centre 
de courbure, sont réciproquement les lieux des centres de courbure 
l’une de l’autre. 


5. Courbes sphériqnes. — On appelle ainsi les courbes tracées sur une 
sphère. L'origine étant au centre, on a 


4? + y? + 3? = p? = const. 


En dérivant par rapport à set en se servant des formules de Frenet, 
on en déduit, de proche en proche, 


ax +fBy+yz=0, Âr+py+vwu=—R, Xx+Yy+Z:=—-RT. 
d'où 
4=—)1R+XTR  y=—-uR+YTR!, g—=—vR+ZTR!. 


Soit 0 l'angle de la normale principale en M avec la normale inté- 
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rieure à la sphère, on conclut, sans peine, des formules précédentes : 
10 que l’on a, les dérivées étant toujours prises par rapport à l’arc, 


R ='P Cos.0, NIET OI, RER EEE" 


29 que toute courbe sphérique à courbure constante est plane et qu’elle 
est, par conséquent, un cercle de la sphère. 


6. Soit s — MM'un arc infiniment petit d’une courbe gauche. Dé- 
montrer que: la distance à du point M'au plan osculateur en M, la plus 
courte distance d' des tangentes en M et en M', la différence € entre 
l'arc s et sa corde, ont respectivement pour expressions, aux infiniment 
petits près du 4° ordre : 


5 ne s3 ; 5 
Cl pee 
24 R° 


R. Ce sont des conséquences faciles à tirer des formules (28) don:- 


nées au n° 325, et il en est de même de la proposition formulée dans 
l’exercice suivant : 


GRT LS CRU 


7. Soit s — MM' un arc infiniment petit d’une courbe gauche. Dé- 
montrer que la distance du point M'à la tangente MT a pour valeur 
s? : 2R, aux infiniment petits près du troisième ordre. 


CHAPITRE X, 


Calcul des aires, des arcs et des volumes. 
Evaluation approchée des intégrales définies. 


$S 1. Quadrature des aires planes. 


330. Quadrature des aires planes (coordonnées cartésiennes). — Soit 
f(x) une fonction continue dans l'intervalle (a, b) (a < b). Con- 
sidérons la courbe plane qui a pour équation | 


y = f(x), 
par rapport à deux axes OX et OY se coupant sous un angle À. 
Proposons-nous d'évaluer l’aire comprise entre la courbe, l’axe 
des x et les deux droites x = a et x = b. 

Supposons, pour commencer, que /(x) soit constamment posi- 
tif dans l’intervalle (a, b). Alors le problème à résoudre est celui 
que nous avons déjà examiné au n° 222, mais en axes rectangu- 
laires. La solution est analogue pour des axes quelconques. 
Décomposons l’aire en segments par des parallèles à l’axe des y 
d’abscisses successives x, = 4, Xe, Xgvee Xiyee Xn+1 = D et Soient, 
en général, M, et m; les bornes supérieure et inférieure de f(x) 
dans l'intervalle (x;, x;41) d'amplitude à;. L’aire du segment de 
base Ô; est intermédiaire entre celles des deux parallélogrammes 
de même base à, l’un inscrit dans le segment et l’autre cireons- 
crit. Ces parallélogrammes ont respectivement pour mesures 
md, sin À et M; sin À. L’aire $S à évaluer sera comprise entre 
les deux sommes : | 


ñ ñn 
sin À D MUÔ; et sin À D M. 
1 1 
Elle à donc pour valeur la limite commune de ces deux 


sommes quand tous les à; tendent vers zéro. Il vient ainsi, par 
définition de l’intégrale définie (n° 219), 


(1) | S=sinx [ FC) dx 
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Si l’on suppose maintenant que f(x) soit constamment néga- 
tif dans l'intervalle (a, b), le raisonnement précédent subsiste, 
sauf que que toutes les mesures considérées sont négatives, et la 
formule (1) donne pour $ une valeur négative. Les aires calcu- 
lées par cette formule sont donc positives quand la courbe est 
située au-dessus de l’axe des x, et négatives quand la courbe 
est située au-dessous. à 

Enfin, si la courbe traverse une ou plusieurs fois l’axe OX, 
la formule fournit seulement la différence entre les aires situées 
de part et d'autre de cet axe. Dans ce cas, si l’on veut calculer 
l’aire totale, il faut donc évaluer séparément les aires positives 
et négatives et faire la somme de leurs valeurs absolues. 

Lorsque les axes sont rectangulaires, sin À = 1. La formule 
se simplifie et prend la forme la plus habituelle : 


(2) Se [ our [ pate 


331. Les formules précédentes permettent d'évaluer l'aire 
comprise entre deux courbes. Supposons que ces courbes aient 
pour équations : 

Vi f(x), 6 Prop f(x) 

et que l’on ait constamment f(x) < f,(x). L’aire S comprise 
entre les deux courbes et les deux droites x — a et x = b, sera 
la différence algébrique entre les deux aires $, et S, comprises 
entre ces deux droites et l’axe des x, mais limitées respective- 
ment à chacune des deux courbes. On a donc S=S,—$, Si 
les axes sont rectangulaires, 1a formule (2) s'applique au calcul 
de $, et de S, et il vient 


(3) S — (it) — (dx. 


Si les axes sont obliques, l’intégrale précédente doit être 
multipliée par sin À. | 

La formule (83) s'emploie pour calculer l’aire d’une courbe 
fermée qui n’est rencontrée qu'en deux points par une paral- 
lèle à l’axe des )-. 

Dans ce cas, l'équation de la courbe fournit pour y les deux 
valeurs f(x) et /,(x) que l’on doit substituer dans la formule, et 
l'on prend pour a et b les valeurs extrêmes de x sur la courbe, 
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332. Applications (coordonnées cartésiennes). — I. PARABOLE. La 
parabole, rapportée à un diamètre OX et à la tangente à l’ex- 
trémité de ce diamètre, a pour équation y? = 2 px, d'où 


f(x) = V2p Vx. 
L’aire comprise, au-dessus de l’axe OX, entre cet axe, la 
courbe et la corde d’abscisse x, sera donc 


ET, Eve . 2 2 , =" 
S = V2p sin à | Vx dx = V2p sin À x = xy sin À. 
O Ce 


Cette aire vaut donc les deux tiers du parallélogramme con- 
struit sur les deux côtés rectilignes, x et y, de l’aire considérée. 
La relation analogue existe entre les aires correspondantes 
situées au-dessous de l’axe OX. Donc le segment détaché de la 
parabole par une corde quelconque est égal aux deux tiers du 
parallélogramime construit sur sa corde et sur sa flèche (portion 
du diamètre conjugué intérieure au segment). 

IT. Cercze. L’équation d'un cercle en coordonnées rectangu- 
laires est 

y = Var —x?. 

Le segment situé au-dessus du diamètre OX entre les cordes 

X—0'etx— x, a donc pour valeur 


2 


———— a 
SE [ dxVa? — x? — EVE — x X? +- 
O 


SEX 
arc sin —, 
a 


ainsi qu'il résulte de la valenr de l'intégrale indefinie, calculée 
au n° 190. 

Si x = a, on obtient l'aire du quart de cercle, ra? : 4. Donc 
l'aire du cercle entier est ra’. 

TITI. KEzzrpse. L’éllipse étant rapportée à ses axes, son équa- 
tion se ramène à la forme 


b 
AV 2 a2 
ÿ = à Va Er 


Le segment situé au-dessus de l'axe OX entre les cordes 
x—0etx — x, s'obtient en multipliant par b : a l’aire que nous 
venons d'obtenir pour le cercle. Donc l’aire de l’ellipse entière 
sera rab. 

IV. HYPERBOLE. L’équation de l'hyperbole rapportée à ses 
axes est de la forme 


D ——- 
= x? — a?, 
» a 
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L’aire $ comprise (fig. 9) entre l’arc de la courbe AM, l’axe 
horizontale OX etla verticale MP d’abscisse 


vé 


M x(x > a) à pour valeur 
bb? 
NN — 2 dx\x? — a?. 
a Jo 
() F X 
Calculons d’abord l'intégrale indéfinie. 
NRA Une intégration par partie donne 


x? dx 
fév s ve ÈS su S. 
x?—a 
Si l’on remplace x?dx par (x? — a?) dx + a?dx, la dernière 
intégrale se décompose en deux autres, dont celle du premier 
membre. On en conclut 


dx 
dx\x? — a? = x Wx?— a — a | — 
2 | NÉ V VX? — a" 
2 fase = Vs x — a? — —- Log (x + Vx? — a). 


De là résulte facilement la valeur de S : 


—— ab & x? — a? 
= RNA re TPE ne 


et, en se servant de l’équation de la courbe, 
ROM AITRE ER 7) 
Ni: Log (+ b 


Le premier terme de $ mesure l'aire du triangle OPM (fig. 9). 
Donc le second terme, pris en valeur absolue, mesure l'aire 
du secteur OAM (secteur hyperbolique). 

Si l’hyperbole est rapportée à ses asymptotes, son équation 
est xy = k?. L’aire comprise entre la courbe, l’asymptote OX 
et deux parallèles à l’autre asymptote d’abscisses x, et x, a pour 
mesure (À étant l’angle des asymptotes) 


S — = sa [A HU FREE k? s 


C’est cette propriété des logarithmes néperiens qui leur a fait 
donner le nom de logarithmes hyperboliques. 

On remarquera que l’aire $ augmente indéfiniment quand x 
tend vers l’infini ou quand x, tend vers 0. La portion du plan 
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comprise entre une branche de la courbe et ses asymptotes à 
donc une aire infinie. 

IV. CycLoipe. — Si l’on prend pour variable d'intégration 
l’angle t (n° 283), on aura 


ydx = a?(1 — cost}? dt. 
L’aire $ de la cycloïde comptée depuis l’origine où { — 0 jus- 
qu'à l’ordonnée qui répond à l’angle {, aura pour mesure 
sin { COS :) 


ü j 
S— a [1 — cos 9° dt = a (TE sin t + 
5 à ë 


Retranchons cette aire OMP (fig. ro) de celle de rectangle 
OPFG qui à pour valeur 2ax ou bien y 
2a? (t — sin t), le reste, c’est-à-dire l’aire 
OMFG, sera égal à 


Fig. 10. 


ce qui est précisément l’aire du segment 
AMQ déterminé, dans le cercle générateur, par la perpendicu- 
laire MQ sur le diamètre AB. On a donc 


surf. OMFG = surf. AMQ). 


A l’extrémité de l’arcade, t — 27 et S = 37a°. Donc l’aire totale 
entre une arcade de cycloïde et sa base est triple de l'aire du 
cercle générateur. 


333. Quadrature des secteurs (coordonnées polaires). — Considé- 
rons l’équation d’une courbe plane en coordonnées polaires 
r = f(), 


où f(8) est une fonction continue entre 4, et @ (4, < @). 
Proposons-nous d'évaluer l’aïre du secteur compris entre un 
arc de la courbe et les deux rayons vecteurs d’inclinaisons 0, 
et @. Pour cela, décomposons cette aire en secteurs élé- 
mentaires par des rayons vecteurs intermédiaires d’inclinai- 
sons successives 0, 0, 0,, et soit y41 = 0. L'aire d’un 
secteur quelconque, limité par deux rayons consécutifs d’incli- 
naisons D, et 0,11, est comprise entre celles de deux secteurs 
circulaires de même ouverture (4;}, — 0;), mais ayant respecti- 
vement pour rayons le minimé nu et le maximé M; de f(t) 


362 CHAPITRE X. CALOUL DES AIRES, DES ARCS ET DES VOLUMES 


dans l'intervalle (0;, 8;,,). Ces deux secteurs circulaires ont 
TRS Re 

‘eSDpE anf * esures —- 4 Eau Te è : :). 

respectivement pour mesures : m(0141 — 0) et 5 M (ia — 0) 


Done le secteur entier de la courbe sera compris entre les deux 


SOMMmes : 


Rs ñn 
RE mOi. ee 6;), 3 MH == 0;). 

Si l'on multiplie indéfiniment le nombre des secteurs élémen- 
taires, de manière à faire tendre vers zéro toutes leurs ouver- 
tures (0:11 — 4;), ces deux sommes tendent vers une limite com- 
mune, qui sera la valeur de $S. Cette limite est une intégrale 


définie ; on a donc 


RO où 
(4) s =; [Pro if r°dÔ. 


1 


RRMARQUE I. — On peut appliquer la formule (4) à des cour- 
bes qui décrivent plusieurs spires autour du pôle. Dans ce cas, 
l'intervalle d'intégration peut croître au delà de quatre angles 
droits et la formule représente l’aire totale balayée par le rayon 
vecteur quand il tourne dans le même sens de 6 à 6. Donc, 
quand le rayon tourne de plus d’un tour, les aires décrites se 
recouvrent l’une l’autre. 

REMARQUE II. — On peut transformer la formule (4) de ma- 
nière à la rendre immédiatement applicable au cas des coor- 
données cartésiennes. On a, en effet, 


af 


r?d8 — (x? + y?)d. arctg — Xdy — ydx. 


Supposons x et y exprimées en fonction d’une variable t, qui 
varie de £, à {, quand le point (x, y) décrit l’arc limitant le sec- 
teur, et prenons t{ comme variable d'intégration. La formule (4) 
se transforme dans la suivante : 


_1fkx dy — y dx 
(5) S = +11 dt. 


334. Applications (Coordonnées polaires), — I. SPIRALE D'ARCHI- 
MÈDE : 1 = à, L’aire S depuis l’origine jusqu’au rayon vecteur r, 


a pour mesure 
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Si l’on fait — 27, on obtient l’aire entourée par la première 


Î 


spire, à savoir gra. 
II. SPIRALE LOGARITHMIQUE : r — ae”Ÿ. Cette courbe décrit 
une infinité de spires autour de l’origine. Cherchons l'aire du 


secteur $ compris entre un arc de la courbe et les deux rayons 
vecteurs r, et R d’inclinaisons 4, et 6. On aura 


S — LE fem ad — 2" (m0 __. etmli) St PCR 
2 J6, 4m 4m * 

Si l’on fait tendre 0, vers — ©, r, tend vers zéro et $ vers 
R? : 4m. On obtient ainsi la limite de la somme des aires en- 
tourées par un nombre illimité de spires qui se rapprochent 
indéfiniment du pôle. 

III. LEMNISCATE : r? — a? cos 20. Cette courbe se compose de 
deux feuilles symétriques. L’aire du secteur compris entre l’axe 
polaire et le rayon d’inclinaison 8, sera 


2 0 2 
s—+| cos 28 dû = © sin 04. 
[e) 


ï 


Si l’on fait 6 = x : 4, on obtient l’aire à? : 4 d’une demi-feuille. 
L’aire totale de la courbe est a°. 


335. Aire limitée par une courbe fermée. Notion des intégrales 
curvilignes. — On appelle contour fermé simple un contour ferme 
qui ne se coupe pas lui-même. Un tel contour enferme une aire 
que l’on peut se proposer d'évaluer. | 

Nous savons déjà calculer cette aire lorsque le contour se ré- 
duit au quadrilatère curviligne envisagé au n° 331. Ce contour 
se compose de deux parallèles à l’axe des y d’abscisses a et b et 
de deux courbes A,B, et À,B, qui ferment le quadrilatère, et qui 


ont pour équations dans l'intervalle (a, b) : 


es f(x), Ye = fa(X), Var Ve 


L’aire intérieure au contour a, dans ce cas, pour valeur (n° 331) 
b b 
(6) S = [ Y,dx | Yidx. 
a a 


Ces deux intégrales ont la même forme | ydx et, peur ache- 
ver de les déterminer, il suffit de faire connaître les arcs A,B;, 
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et A,B, que parcourt le point (x, y) pendant l'intégration et le 
sens dans lequel se fait le parcours. Nous dirons donc que ces 
deux intégrales sont des intégrales curvilignes (*) et nous les 


représentons par les notations 


f ydx, ydx. 
A»Bo A, By 

Cette notation désigne l'arc par ses extrémités ; on écrit 
d'abord le point de départ, ce qui fait connaître le sens du par- 
cours. Renverser ce sens revient à intervertir les limites a et b 
des intégrales et, par conséquent, à changer leur signe. L’équa- 
tion (6) peut donc s’écrire maintenant 


(DES = | ydx — [ ydx = | ydx + [ ydx. 
A,B, AB; AoBo BA, 


Un contour fermé peut être parcouru dans deux sens diffé- 
rents. On appelle sens direct celui qui laisse à gauche l’intérieur 
de l'aire. L'autre est le sens rétrograde. Donc, dans les dernières 
intégrales, les arcs A,B, et B,A, sont parcourus dans le sens 
rétrograde. 

Considérons maintenant un contour simple C, formé d’un 
nombre limité d’arcs successifs sur chacun desquels x varie 
toujours dans le même sens quand on décrit le contour. Ce cas 
est évidemment très général. Appelons intégrale effectuée sur 
le contour et désignons par 


[ ydx 
(C) 


la somme des intégrales curvilignes effectuées dans le sens 
direct sur chacun des ares successifs qui composent le contour. 
Je dis que l'aire $S interieure au contour aura pour mesure 


(8) S=— | ydx. 
(C) 


En effet, en menant des parallèles à l’axe des y par les points 
de séparation des ares successifs, on décompose l’aire $ en mor- 


(*) Les intégrales curvilignes sont présentées ici au point de vue le plus 
élémentaire. La définition générale sera donnée $ 8. 
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ceaux, dontles frontières respectives n’empruntent que deux arcs 
distincts du contour C et qui s’évaluent, par conséquent, par la 
formule (7). L’aire de chaque morceau se mesure par la somme 
des intégrales effectuées dans le sens rétrograde sur les deux 
portions du contour © qui lui servent de frontières. Faisons la 
somme de ces aires ; nous obtiendrons l'intégrale effectuée dans 
le sens rétrograde sur tout le contour, c’est-à-dire la formule (8). 

REMARQUE I. — Le contour € peut aussi comprendre des por- 
tions de droites. Il n’y à de remarque à faire que pour celles 
qui seraient parallèles à l’axe des y. Dans ce cas, comme elles 
n’interviennent pas dans l’évaluation des morceaux, elles ne 
doivent pas intervenir non plus dans l'évaluation de l’aire totale. 
Cependant, si l’on attribue la valeur 0 à l'intégrale effectuée sur 
ces lignes (ce qui est naturel, x étant constant et dx nul), on 
peut étendre l'intégration à tout le contour et considérer la 
formule (8) comme générale. 

REMARQUE II. — La formule (8) sera d’une application immé- 
diate si x et y sont exprimés en fonctions continues d’une va- 
riable auxiliaire { et admettent des dérivées continnes par 
rapport à t{. Supposons, en effet, que le point (x, y) décrive tout 
le contour C dans le sens rétrograde quand t varie de 1, à T, 
Prenons { comme variable d'intégration ; l'aire S intérieure au 
contour C s’évaluera par la formule 


Rs 


set 
LACET: 


(9) D = 
REMARQUE IIT. Nous avons établi la formule (8) en considé- 
rant y comme fonction de x. On peut établir une formule ana- 
logue en considérant x comme fonction de y. Maïs il faut sup- 
poser des conditions correspondantes. Cette formule sera 


(10) Le [ xdy, 
(0) 


car le contour doit être parcouru dans le sens direct pour que 
l'intégrale soit positive. 

La combinaison des formules (8) et (10) donne encore une 
formule, souvent employée, 


Ste — if dx 
Te Y 2LY k 
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que l’on écrit plus simplement 


(11) S= [dy — ydx). 


Ces nouvelles formules s'appliquent avantageusement, comme 
la formule (8), au cas où la courbe est donnée par une représen- 
tation paramétrique (*). On trouvera dans le n° suivant l’appli- 
cation de ces formules à la démonstration du remarquable 
théorème de HozptTrcH. 


336. Théorème de Holditch. — Une corde de longueur constante c + c'! 
se meut d'un mouvement continu en S'appuyant par ses extrémités sur une 
courbe fermée donnée, C, qui ne Se coupe pas. Si ces deux extrémités font le 
tour de la courbe C (on suppose ce mouvement possible avec des rétrograda- 
hons au besoin), l'aire comprise entre la courbe et le lieu du point M qui 
partage la corde en deux segments c el c', a pour mesure xcec/, quelle que soit 
la courbe donnée, pourvu que M décrive un contour simple. 


Désignons par K la courbe décrite par M et supposons que cette 
courbe forme un contour simple. Soient (x1, 1) et (#2, y2) les coordon- 
nées variables des extrémités de la corde ; celles du point M seront 


Ga + c'x2 mi +cye 
és el TE (CN 


Imaginons que les coordonnées soient exprimées en fonction d’un 
paramètre # qui varie de /, à T quand les extrémités de la corde dé:- 
crivent la courbe C. Prenons # comme variable. Les aires S et Z inté- 
rieures aux courbes C et K pourront s’évaluer par les intégrales : 


T T T(c2 + cc!) yidxi +- (cc! + cl?) yodxe 
S = dx, — [ Xe = | —————— —  ——— —— , 
[> : ; l, (e + c'}? 


" C1 + Eu Eee (cdx: + c'dx:) 
ni 26 os (CSN 


où l’on suppose les x et les y exprimés en fonction de #. On en déduit 
par soustraction 
cc! T 
S — à eo, (y2 — ÿ1) (dx — dx). 
Menons, à partir de l’origine, une droite égale et CÉRAIAC : Ja corde. 
Les coordonnées de l’extrémité seront n D, — Yo — 41. Or 


cette extrémité décrit un cercle de rayon (c + c'). L’ en qui figure 
dans la dernière équation n’est autre chose que l'intégrale de nd£ effec- 


(*) Les démonstrations les plus générales des formules (8), (10) et (11) 
seront données au & 4. 
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tuée sur ce cercle. Donc elle mesure l'aire du cercle et sa valeur est 
x (c+-cl}?. Il vient donc 
S—2= mec! 

Si les courbes C et K ne se coupent pas, le théorème est donc 
démontré. Si elles se coupent, il reste vrai, à condition d’attribuer des 
signes contraires aux aires situées de part et d'autre de la courbe C. 
Mais le théorème tomberait en défaut si le lieu du point M ne consti- 
tuait pas un contour simple. Le théorème suppose encore les courbes 
C et K soumises aux conditions que nous avons indiquées au n° pré- 
cédent pour que les formules soient légitimes. 


EXERCICES. 


1. Aire de la chaïnette, comptée de l’axe de la courbe. 
( æ L a ae 
a a a a a a 
Le que) 
Em Le Lo 


2. Aire de la cissoïde : y? = x3 : (2a — x). 


CR TUX * dt 
S AR RSR ES 8a? OR RME AS 
[ Ver — x? fe Nage 
7 


Si l’on fait x — 2a, on trouve S — 3za? : 2. Doublant cette valeur, on 
trouve 3xa? pour l’espace indéfini compris entre la cissoide et son 
asymptote x — 24. C’est le triple de l’aire du cercle de rayon 4. 


3. Aire du limaçon de Pascal : 7 —'a cos À + b. 
4. Aire de la conchoïde : 7 = a sec 0 - b. 


5. Aire de l'épicycloide. — On a indiqué (p. 302, exercice 4) les équa- 
tions de l’épicycloïde engendrée par le roulement d’un cercle de rayon 
b sur un cercle de rayon a. Dans ces équations, le paramètre { désigne 
l’angle dont le point de contact a tourné sur le cercle fixe. On peut 
aussi prendre comme paramètre l'angle 8 dont ce point a tourné sur 
le cercle mobile. On a at = 00. En posant b : a —9g,les équations de 
l’épicycloïde s’écriront 


X 


z =U +9) cosgb— g cos (1 + 4)6, = (1 + g) singô — g sin (1 + q)0. 


L’aire d’un secteur se détermine alors par la formule (5) du n° 333 ; 
on trouve 


“ — 2 (1 + q) (x + INC + cos 0) dô — (a +- 3ab + 20?) (0 +- sin 8) 


Si 0 = 27, on obtient l’aire du secteur limité par une arcade entière 
de la courbe. Pour obtenir l’aire de l’arcade elle-même, il faut encore 
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retrancher l’aire d’un secteur du cercle fixe dont l’arc est 2x ; il restera 
rb? 
a 


(3a + 2b). 


6. Hypocycloïde. — Les équations de l’hypocycloïde s’obtiennent en 
remplaçant dans les précédentes g par — qg. Problèmes analogues aux 
précédents. 


7. Courbes unicursales. — Les coordonnées x et y d’une courbe unicur- 
sale peuvent s'exprimer en fonction rationnelle d’un paramètre 4. Donc 
la quadrature de ces courbes dépend d'une intégrale rationnelle et 
peut toujours se faire sous forme finie. Dans le cas particulier où le 
paramètre / est égal à y : +, on a #y! — yx! = x?. L’'aire d’un secteur se 
calculera par la formule (5) du n° 333, qui prendra ia forme simple 


S— fera 
2 


Appliquer cette formule aux cubiques unicursales suivantes, dont 
les coordonnées s’obtiennent immédiatement en fonction rationnelle 


de 7 : 
x 


x (x? + y?) = 2ay? (cissoïde), 
(x + a) (x? + y?) = 3ay° (strophoïde), 
43 + ÿ3 = 3axy (Follium de Descarte). 


S 2. Rectification des courbes. 


337. Courbes rectifiables. Rectification des courbes planes. — La 
longueur d’un arc de courbe entre deux points extrêmes est, par 
définition (n° 286 et 306), la limite (supposée finie et déterminée) 
du périmètre d’un polygone inscrit dans la courbe et dont tous 
les côtés tendent vers zéro. Cette limite n’existe pas toujours 
et l’on appelle rectifiables les courbes dont l’arc à une longueur 
finie et déterminée. Nous renverrons au paragraphe suivant 
pour l’étude des caractères les plus généraux des courbes recti- 
fiables et nous nous bornerons ici aux conditions sur lesquelles 
nous avons fait reposer les formules des n° 286 et suivants. 

Considérons d’abord une courbe plane, ayant pour équation 


Y = f(x) ; 
la longueur de son arc depuis un point fixe M, d’abscisse x 
jusqu’au point variable M d’abscisse x, s’'évaluc pour la for- 
mule (n° 287) | 


(1) axVr + y? 
; CR 
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Les formules de rectification qui conviennent aux autres for- 
mes d'équations s’obtiennent en changeant de variable dans 


S 
s— f'as. 
O 


Dans le cas d’une représentation paramétrique, on prend t 
comme variable ; on sait (n° 287) que ds = dt Vx'"? + y'?. Donc, 
t, et t désignant les paramètres des extrémités, l’arc aura pour 


l'intégrale définie 


mesure 


(2) a [ dt RS Eye. 
to 


Dans le cas des coordonnées polaires, ds = \/dr? + r?d@. 
Soient (re, 0), (r, 8) les extrémités de l’arc à mesurer. Il vient, 
suivant qu’on prend 6 ou r comme variable, 


G) s— [at/e + (5 = (ah + (5 ref 


338. Exemples de reëttifications (coordonnées RME 
I. CHAÎNETTE. On a, dans ce cas (n° 301, V), 


æ  _æ æ  _æx 
y=ie"+e P} VI+y® = EC ue î 


 Calculons l'arc à partir du sommet A où x — 0, la formule (1) 


æ a æ æ 
12/0 a a ana or 
=:[ (e + € Jax CL CC ). 


IT. PARABOLE. Prenons l’axe de symétrie pour axe des y et le 


donne 


sommet pour origine. On'aura 


x? x? -L p? 
= 2pY, es D str Pe 


Donc l’arc compté à partir du sommet, a pour mesure 
LR ———— 
= | dx\Vx? + p?. 
Po 
En remplaçant a? par — p° dans l'intégrale indéfinie calculée 
au n° 332 à l’occasion de l’aire de l’hyperbole, il vient 
Gi « Len 2 bn ne 
fasva + p? = SV + p° + _ Log (x + Vx? + p?). 
. 
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De là, la valeur des : 
re Din PnaN CEE DA 
7 2p 7 VS + p RTS HE P 
III. CycLoïpe. Considérons la représentation paramétrique 
habituelle 
= a(t—sint), y =a(i— cost). 


L'’arc, compté à partir de l’origine où t{ — 0, a pour mesure 
DR DR, à «2 A: t 

s— a | dt (1 — cos t)? + sin? t — za | Sin Sd 4a (x cos =) 
0 (0) 2 


339. Intégrales elliptiques de Legendre, Rectification de l’ellipse et 
de l'hyperbole. — L’arc de ces deux courbes s’exprime par des 
intégrales que l’on ne peut pas réduire aux fonctions élémen- 
taires, mais on peut les ramener aux deux intégrales définies 
suivantes : 

F(k, c) — l MANU 2. 
| Jo Vi —k®sin?9 


E(K, 6) — [a Vi— k? sin? 9, 


où le paramètre k est < 1. Legendre à donné à ces intégrales 
le nom d’intégrales elliptiques de première et de seconde espèce. 
On a dressé des tables qui permettent de les calculer pour les 
diverses valeurs de © et k. 

T 


Les intégrales sont dites complètes si & — L elles se dési- 


gnent par 


°|4 


T ik 
Vi—k?sin?e eo" 


ÉVCRVES il E,(k)— [ do Vi — k?sin’o. 


ARC D Soit la représentation paramétrique 
X = asiny, y = bcose. 


L 


L’arc BM, compté à partir du sommet B du petit axe où 


o — 0, a pour mesure 


RO: EE AR ENT D ne M en ne 
S— def” VX'Eyr—= fé deVa? cos? + “R b? sin? +. 


L'arc d’éllipse dépend de l'intégrale elliptique de seconde 
espèce. Posons, en effet, k? — (a? — b?) : a° ; il vient 


Va? cos” © + b* sin? © = aV1 — k? sin?e, 
d'où s = à E(k, +). | | 
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Sivo = +:2, l'intégrale est complète et l’arc égal au quart du 
périmètre de l’ellipse. Le périmètre total sera donc 4a E,(k). 
ARC D'HYPERBOLE. On peut prendre comme représentation 


paramétrique de l’hyperbole rapportée à ses axes, le système 


a 
Lo = = b cot 
sin o Y É 
car, en éliminant +, on retrouve l'équation classique de la cour- 


be. L'arc AM, compté du sommet où © — = jusqu’à un point M 


« T 
où y est < 5 a pour mesure 


ALESEe cos? @ + b?. 


Te T 
PAU rer 
Ag 1 ARE ET f° sin? © 


Une intégration par parties et une décomposition donnent 


facilement 
T 
s — cot Va? cos? ® + b? — F EIRE SFA, — 
p Va? cos © + b? 
T L do 
Varcoste + be 


cot © Va* cos?o + b?— [ave cos? o + Db?+ be [ 
o | ? 


i 


Posons k? = a? : (a? + b?), d’où 
= VI — k?sin*o; 


Va? cos? © + b? 
l’arc s dépend des intégrales elliptiques par la formule 
- 1 KDE 
s — COto V/a° cos? + be [E,(k)—E(R, o)] + en (k)—F(k,v)]. 


340. Exemples de rectifications en coordonnées polaires. — SPIRALE 
r = ae”, Prenons r comme variable indépen- 


LOGARITHMIQUE : 
danto ; uous aurons m0 — Log r — Log a, d’où 
Ua 
ds? = dr? + redhe = TETE Gr, 
m° 


RE Le D  ETE 
Ne [ dr = Na (Tr — ro). 
mn ro nm 


Donc l'arc de la spirale logarithmique varie proportionnelle- 
ment au rayon vecteur. Le pôle est un point asymptotique de 
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la courbe, car r ne s’annule qu’en faisant tendre 6 vers — oo. 
L’arc-limite, compté de ce point, conserve néanmoins une va- 
leur finie : 
VI+ m° 
m 
IT. SPIRALE D'ARCHIMÈDE : r = a%. L’arc compté à partir du 


pôle a pour valeur, en intégrant par rapport à r, 


dde dû? T 2° 
SEE 2 HR : 2 2 
= f'arW/itr re ï (ar va + r?, 


C’est la même intégrale que celle à laquelle conduit l’évalua- 
tion de l’are de la parabole (n° 338). De là, le théorème de 
CRÉGOIRE DE SAINT VINCENT : Les arcs de la parabole X° = 2ay 
et de la spirale r — aû ont même longueur, quand on compte le 
premier entre les abcisses 0 et x et le second entre les rayons 

= 0etr=x. 

III. LEMNISCATE : r? = a? cos 28. Si l’on prend r comme va- 


riable indépendante, on à 


I rè dA r 
0— — arc cos —, — = _— 


L’arc compté à partir du sommet, où r = a, a donc pour 


fe PT ARATINE : (° dr 
ru} 1 1+(r9) — 4 J, Vas rt" 


Cette intégrale se ramène à l’intégrale elliptique de première 


mesure 


espèce (n° 339) en posant r = à cos en ; il vient ainsi 


< _singdp a 


? 
0 VI — cosio cos ne : ee = V0 02 


S=a 


D = Sr(—e) 
onc $S V2 V2 Ÿ) 


341. Rectification des courbes gauches. Exemple. — Lorsque les 
coordonnées rectangulaires x, y, z d’un point de la courbe sont 
considérées comme fonctions de t, la longueur de l’arc AB, 
compris entre les point dont les paramètres sont a et b, a pour 
mesure 


b 
s= [at x"? + y" LE 212, 
a : ï 
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Comme exemple, considérons l'intersection des deux cylin- 
dress 


A rs 
EN Al CRE 
Prenons x comme variable. On tire de la premiére équation 


D D x 
RAR TR ET RE LES At AT à 
4 AN FE Y a \/x? a" 
et de 1a seconde 


a 
vx? NT 


Comptons l’arc à partir du point où x = a ; il viendra 


2 2 
ÉTIS nie 


! 
Z 


2 SR — CRE x 2 L2. PAT 
«a ; 


a ——— \ NA". 
a a Va?—a! a 


EXERCICES 
I. Epicycloïdes. — Les équations de l’épicycloïde sont (Exercice 5, 
p. 367) : 
= (1 + g) cos gÿ—g cos (1 +gq)6, 2 == G + q) sin g0 — q sin (tr + qg)b. 
On en tire pu À 
s 
7 =240 + q) sin—. 
L’arc compté à partir du point de rebroussement où 0 — 0, sera 


= =24q (1 + q) (x — cos =) 


Toutefois, comme l'élément ds doit être positif, cette formule n'est 
applicable que si 0 varie de 0 à 27. Si — 27, on obtient le périmètre 
d’une arcade entière 


sea a) ee) 


a 


L’arc d’épicycloïde s'exprime algébriquement en fonction du rayon 
vecteur 7. On a, en eftet, 


0 
= a + = +29) — 49 (4 + g) cos? —, 


, A ? : ( Q . 
d’où l’on tire cos = et, par suite, s en fonction de r. 


En changeant g en — g dans les formules précédentes, on obtient 
des résultats oorrespondants pour l’ypocycloïde. 
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Les rectifications de la cardioïde (Exercice 6, p. 303) et de l’astroïide 
(Exercice 3, p. 322) sont des cas particuliers des précédentes. 


2. Cissoïde. (Exercice 2, p. 302). 


— 24 (sec ô— cos 0). 
R. L'’arc compté à partir du pôle a pour valeur 
s—2a | tg 040 \/tg?0 + 4 — 2a —— 
o ; FE —3 


Intégration facile. 
3. Courbes gauches. — Arcs des deux courbes suivantes : 


4? 4 D 0Y a a+x 
= ——, = — et = a Sin, 2—- Lo 
MR Te 6a? a” 4 Er” 
R. L’arc compté de l’origine a pour valeur s = x + z pour les deux 
courbes. 


S 8. Courbes continues. Courbes fermées. 


342. Lignes continues. Contours fermés. — Considérons deux fonc- 
tions continues de fé: 
nt CPS OS 
et faisons varier / de # à T ; le point (x, y) décrit une courbe plane con- 
hinue t, T. 


Si le point M revient à son point de départ pour é— T, la courbe est 
fermée. Si x et y ne reprennent le même système de valeurs que pour 
les valeurs extrêmes de ?, la courbe ne se coupe pas elle-même et nous 
dirons qu’elle forme un contour fermé simple ou encore qu’elle est sans 
poini mulhiple. 


La distance d’un point fixe À (6, n) au point M (x y) d’une ligne con 
tinue est uné fonction continue de f. Si le point A n’est pas sur la 
courbe, cette fonction ne s’annulera pas ; elle admettra un minimé 
différent de zéro qu’elle atteindra pour une certaine valeur de # et que 
nous appellerons la distance du point À à la courbe. 


Si le point A n’est pas fixe, mais seulemént assujetti à se trouver sur 
une courbe continue & — ®{#), n — W{u), la distance des points A et 
M est fonction continue de f, . Si les courbes ne se rencontrent pas, 
le minimé de cette distance sera différent de zéro et s’appellera la dis- 
tance des deux courbes. 


La distance maximée de deux points d’une même courbe s’ap- 
pelle son diamètre (no 55). 


Nous nous proposons d'étudier les propriétés fondamentales des 
courbes fermées. Il est commode pour cela d'analyser les propriétés 
de ce que nous appellerons une chaîne de régions du plan. 
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343. Définition et propriétés des chaînes. — Nous appellerons 
chaîinon une région du plan, d’un seul tenant (n° 72), limitée par un 
contour polygonal extérieur sans point multiple et éventuellement 
percée d’un certain nombre de vides limités par des contours de même 
nature que le premiei. 


Considérons un certain nombre de chaînons consécuñfs, désignés par 
leur numéro d'ordre : (1), (2),... (#). Si deux chaînons consécutifs ont 
des points ou des parties communes, tandis que deux chaînons non 
consécutifs ne se touchent pas, ces chaînons constituent une chaine ou- 
verte. Les chaînons extrêmes (1) et (#) ne se touchent donc pas. 


Mais on peut aussi supposer que (1) et (x) se touchent, les autres 
conditions restant les mêmes. Alors (r) et (x) deviennent aussi consé- 
cutifs, il n'y a plus de chaînons extrêmes et la chaine est fermée. 


Le domaine contenant tous les points d’une chaîne ouverte, que nous 
appellerons aussi, en abrégé, la chaîne, est donc, comme les chaînons 
eux-mêmes, un domaine d’un seul tenant limité par un contour poly- 
go nal extérieur unique et percé d’un certain nombre de vides. 


Nous dirons, en abrégé, qu’une région du plan est intérieure à un 
chaînon ou à une chaîne ouverte si elle est enfermée dans leur contour 
extérieur, abstraction faite des vides. | 


Une chaîne sera régulière si un chaînon ne peut être enfermé dans 
un autre, ni dans un groupe de deux autres pris dans la chaîne et 
nécessairement consécutifs. 


THÉORÈME I. — Si une chaine fermée (1), (2),... (n) est irrégulière, elle 
est 1nlérieure à une chaîne de quatre au plus de ses chaïinons. 


Puisque la chaîne est irrégulière, elle contient un chaînon intérieur 
à un ou à deux autres. Le second cas comprenant le premier, suppo- 
sons que les chaînons enveloppants soit (1), (2). Si le chaînon inté- 
rieur, (3) par exemple, est contigu au groupe, tous les suivants de (4) 
à (x — 1), qui ne touchent ni à (1) ni à (2), sont enfermés avec (3). Si 
c’est un chaînon (4) non contigu qui est enfermé dans (1), (2), toute la 
chaîne (4),... (#— 1) qui contient (#) est enfermée avec (4), pour lamême 
raison. Toute la chaîne est donc, quoi qu'il arrive, intérieure à (»), 


(273) 


THÉORÈME II. — Tout vide d’une chaîne ouverte est dans l'intérieur d'un 
groupe de deux consécutifs des chaïnons. 


Montrons que le théorème, évident par une chaîne de 2 chaînons, 
subsiste pour une chaîne de #, s’il est vrai pour une chaîne de k# — 1. 


Soit C le contour extérieur de la chaine (1), (2),... ( — 1). Ajoutons 
le chaînon (4). Celui-ci se compose d’une partie (4!) interieur à C et 
éventuellement d’une partie extérieure (4!'), qui peuvent être chacune 
de plusieurs tenants. L’addition de (#') ne fait que réduire des vides 
pour lesquels le théorème est déjà vérifié. Il ne reste plus que (#/!) à 
considérer. | | 
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Supposons donc qu’un vide se produise entre C et la frontière de (#/'). 
Je vais montrer qu’il est intérieur au groupe (4 — 1), (4), et, à cet effet, 
que toute ligne L allant d’un point du vide à l'infini sans toucher (4), 
coupe (4 — 1). 

La ligne L sort du vide par une frontière sur C, dont les deux extré- 
mités, touchant à (4), sont deux points A et B de (k— 1). La ligne L 
scinde au moins en deux morceaux le domaine intérieur à C qui ferme 
le vide de manière à séparer À de B. Donc (4 — 1), qui est tout entier 
dans l’intérieur de (C), n’est pas tout entier dans le même morceau et il 
est scindé par L. 


THÉORÈME III. — Le contour extérieur unique d'une chaîne régulière 
ouverte touche à tous les chainons, tandis que le contour d’un vide en touche 
au plus quatre. 


Les chaînons qui touchent au contour extérieur forment à eux seuls 
une chaîne, ouverte comme la proposée. Cette propriété subsiste si l’on 
découpe dans l’intérieur de la chaîne (pour en faire des vides) tous les 
chaînons qui ne touchent pas au bord, s’il y en a. Donc (Théor. II) tout 
chaînon supprimé est intérieur à deux chaînons du bord, de sorte que, 
s’il y en avait, la chaîne serait irrégulière. Donc le contour extérieur 
d’une chaîne régulière ouverte touche tous les chaînons. 


Par contre un vide, étant intérieur à deux chaînons consécutifs, ne 
peut être bordé que par ceux-ci et leurs deux contigus, les seuls qui ne 
soient pas extérieurs aux deux premiers. 


THÉORÈME IV. — Dans une chaîne réguliére ouverte de cinq chaïinons au 
moins, un vide ne feut toucher en même temps aux deux chaïnons extrêmes. 


En eftet, il toucherait alors à tous les chaînons, donc à plus de 
quatre, ce qui est contraire au théorème III. 


Passons maintenant à l'étude d’une chaîne fermée. Cette étude est 
simplifiée par un artifice qui la transforme en chaîne ouverte. 


Soit (1), (2)... (x) une chaîne fermée régulière, de cinq chaînons 
au moins. Nous commencerons par remplacer le groupe des trois pre- 
miers Chaînons par un autre plus simple de même contour extérieur. 


Soient C le contour extérieur du groupe (1), (2), (3) et D le domaine 
intérieur à C. Comme (1) et (3) ne se touchent pas et sont extérieurs 
l’un à l’autre (puisque la chaîne est régulière), on peut partager D 
par deux transversales en trois morceaux, (I), (II) et (III), le premier 
contenant tout (1) sans toucher à (3), le troisième tout (3) sans toucher 
à (1) et le second contenant le reste (*). 


(*) Par exemple, on peut procéder de la manière suivante. On considère 
D comme partagé en morceaux par les frontières extérieures seules des 
chaînons (1) et (3). On attribue à (1) les morceaux qui ne touchent pas (3), 
à (III) ceux qui ne touchent pas (1), et le reste à (II). 
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Nous avons ainsi constitué une nouvelle chaîne fermée régulière 
(D) (TI) (III) (4)... () du même nombre de chaînons que la première ; 
seulement (I) et (II) ne se touchent plus que le long d’une frontière 
commune d’un seul tenant, que nous désignerons par ses extrémités, ab. 


Pour ouvrir cette chaîne, il suffit de considérer la transversale ab 
comme une coupure disjoignant (I) de (II). A cet effet, attribuons deux 
côtés à cette ligne l’un 4'b' servant de frontière à (I), l’autre a!/'b!! ser- 
vant de frontière à (II) et considérons la ligne ab elle-même comme 
extérieure à la chaîne. Alors (I) et (II) sont deux chaînons extrêmes et 
la chaîne est ouverte. 


Soit P le contour extérieur de la chaîne ouverte. Ce contour em- 
prunte les deux frontières ab! et a'/b'!. En effet, dans le cas opposé, 
contrairement au théorème IV, ces frontières prises sur chacun des 
chaînons extrêmes borderaient un même vide, car on va de l’une à 
l’autre en traversant la coupure (donc sans entrer dans là chaîne). 


Faisons le tour de P dans un sens déterminé (laissant, par exemple, 
l’intérieur à gauche). Comme a/b! et a! b!' sont alors parcourus en sens 
contraires, le circuit se compose de 4'b', de a'"b!' et de deux polygones 
P, et P: reliant respectivement a! à a!! et b" à b' et passant chacun par 
tous les chaînons intermédiaires de la chaîne ([),... (IT) ; donc passant 
aussi chacun par tous les chaînons (1), (2),... (#), car a et b sont sur 
(2) et l’on ne passe de (IIT) à (4) que par (3), et de (1) à (x) que par (x). 


Supprimons maintenant la coupure ab, ce qui revient à souder a/b' 
et a/'b!! ; la chaîne se ferme ainsi que P, et P:, et elle est enserrée 
entre ces deux polygones, dont l’un sera, par conséquent, intérieur à 
l’autre. Nous donnerons à la couronne comprise entre eux le nom 
d'anneau. 


La chaîne (I), (II), ne diffère de (1), (2), que par la suppression 
des vides du groupe (1), (2), (3). Rétablissons ces vides et appliquons, 
d'autre part, le théorème IT à la chaîne ouverte par la coupure. Nous 
obtenons le théorème suivant : 


THÉORÈME V. — Une chaîne fermée régulière de einq chaïnons au moins 
se constitue d'un anneau, intérieur à un polygone P\ et extérieur à un poly- 
gone P contenu dans l’intérieur du premier. Outre la région qu'il entoure, 
cet anneau peut être percé de vides. Mais ces derniers sont chacun intérieur à 
un ou à deux chaïnons consécutifs et en touchent quatre au plus. Au con- 
traire, les régions intérieure et extérieure à l'auneau touchent chacune, l’une 
par P;, l’autre par P2, à tous les chaïnons. 


344. Propriétés des contours fermés. — THÉORÈME I. — Un contour 
fermé simple peut étre enfermé dans une chaine fermée régulière dont les 
chaïnons sont de diamètres (*) aussi petits qu'on veut. 


(*) Ecart maximé de deux de ses points (n° 53). 
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Donnons-nous un à positif inférieur au quart du diamètre du con- 
tour. Supposons ce contour décrit par le point x, y quand {varie de 
lt à T. Partageons le contour ZT en #onçons consécutifs par les points 
bi, do, ln, T, suffisamment rapprochés pour que le diamètre de chaque 
tronçon soit < À : 2. Soit alors d’ la plus petite des distances de deux 
tronçons non consécutifs. Couvrons la courbe d’un réseau à mailles 
rectangulaires formé par des parallèles aux axes coordonnés, suffisam- 
ment rapprochées pour que chaque maille soit de diamètre < Ô! : 2. 
Cela fait, constituons chaque chainon des mailles touchées par un même 
tronçon et soient respectivement (1), (2),... (#) les chaînons construits 
sur lits, lots, tn T. Ces chaïnons forment une chaîne fermée, car deux 
chaînons consécutifs (#41) et (#:) ont en commun le point #. Le dia- 
mêtre d’un chaïinon ne surpassera pas Ô : 2 + d' donc à, car d' ne peut 
surpasser le diamètre 0 : 2 d’un chaïînon. Enfin cette chaîne est régu- 
lière, sinon elle serait intérieure à quatre chaînons et son diamètre 
serait < 40, donc inférieur à celui de la courbe. Ceci est évidemment 
impossible puisque la courbe est contenue dans la chaîne. 


Le vide entouré par l’anneau touche aux chaînons les plus écartés, 
il sera de diamètre supérieur à 40 — 20 ou 20. Au contraire, les vides 
de l’anneau lui-même sont intérieurs à deux chaînons, ils seront de 
diamètre < 20. Pour construire l'anneau, il suffit donc d’hachurer 
toutes les mailles du réseau rencontrées par la courbe et tous les vides 
sauf un, celui dont le diamètre est > 28 et qui constitue la région inté- 
rieure à l'anneau. 


THÉORÈME IT. — La courbe élant enfermée dans cette chaîne dont les 
chainons sont de diamètre < Ô, tout point de la courbe est à une distance < à 


de chaque bord de l'anneau et tout point de l'anneau est à une distance < 
de la courbe. 


La première proposition est immédiate puisque tout point de la 
courbe est dans un chaînon de diamètre < à qui touche aux deux 
bords de l’anneau. D'autre part, il est non moins évident que tout point 
intérieur à un chaînon est à une distance < à de la courbe. Mais je dis 
que c’est encore vrai pour un point p qui tombe dans une lacune de 
l’anneau, intérieure à deux chaînons consécutifs (4 — 1) et (4). Ceux-ci 
ont en commun le point #. Joignons # à # par une droite et prolon- 
geons celle ci : elle rencontrera l’un des deux chaînons (4 — 1) ou (4) 
qui enferme p. Comme #4 est dans les deux, la distance ## est infé- 
rieure au dramètre à du chaînon-recoupé. 


THÉORÈME III. — Tout courbe fermée sans point multiple décompose le plan 
en deux régions, l’une intérieure et l'autre extérieure à la courbe. (C. JORDAN). 


Soient p un point non situé sur la courbe, à sa distance à la courbe. 
Construisons un anneau dont tous les points soient à une distance de 
la courbe moindre que à ; le point p, étant exclu de l’anneau, tombera 
à l’intérieur ou à l’extérieur de l'anneau. Nous dirons dans le premier 
cas qu'il est tntérieur à la courbe, dans le second qu'il est extérieur. 
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Cette distinction ne dépend aucunement de la manière de construire 
l'anneau, mais correspond à des propriétés distinctives par rapport à 
la courbe. En effet, si le point p n’est pas entouré par l’anneau, il est 
possible de tracer une ligne polygonale partant de p et s'éloignant à 
l'infini sans rencontrer la courbe. Cette possibilité disparaît dès que le 
point est entouré par l’anneau. En effet, toute ligne polygonale allant 
de p à l'infini doit scinder la chaîne et, par conséquent, couper un 
chaînon en deux, par exemple (1), entre les deux points À et # qui 
l'unissent à ses voisins. Le tronçon ñ#%, qui est situé tout entier 
dans ce chaînon, passe donc d’un morceau dans l’autre et doit ren- 
contrer la coupure. 


L'ensemble des points intérieurs et l’ensemble des points extérieurs 
constituent respecuvement les régions intérieure et extérieure à la courbe. 
La région intérieure ne peut pas se réduire à zéro, car on peut toujours 
construire un anneau. Enfin, deux points intérieurs ou deux points 
extérieurs peuvent toujours être réunis par une ligne polygonale qui 
ne rencontre pas la courbe, car on peut construire un anneau con- 
tenant ou excluant les deux points et une ligne qui les réunit sans 
rencontrer l’anneau. 


Suivant que { varie de ä à T ou de T à #1 le contour fermé est par- 
couru dans deux sens opposés. Nous appellerons sens direct celui qui 
laisse à gauche l’intérieur de l’anneau et nous dirons qu'il laisse à 
gauche l’intérieur de la courbe. L'autre sera le sens rétrograde. 


THÉORÈME IV. — Un contour fermé simple étant partagé en plus de deux 
tronçons consécutifs, on peut y inscrire un polygone fermé, sans point multiple, 
tel que les sommets se suivent dans le même ordre sur la courbe que sur le 
polygone et qu'il y ait au moins un sommet sur chaque tronçon. 


Construisons un réseau assez serré pour qu'une même maille ne 
puisse s'étendre sur deux tronçons non consécutifs. Comme on peut 
décrire toutes les parties du contour situées dans un même maille er 
parcourant deux tronçons consécutifs seulement dans le sens direct, on peut 
assigner, sans ambiguité, pour chaque maille #4 rencontrée par le 
contour, en premier point d'entrée Ez et un dernier point de sortie S4. 


L'indice 1 étant attribué arbitrairement à une première maille "1, 
donnons l'indice 2 à celle où le contour pénètre au point S;, puis l’in- 
dice 3 à celle où il pénètre au point S2, et ainsi de suite. Considérons 
la suite des mailles #,, m2... numérotées de la sorte. Le nombre des 
mailles du réseau étant limité, il y a une première maille qui se repro- 
duira dans la série. Comme on peut recommencer le numérotage en 
partant de celle-là, nous supposerons que ce soit la maille #, et qu’elle 
se reproduise pour la première fois à l'indice # + 1. Construisons le 
polygone S1S2... S:S1 ; ce polygone répondra à la question. 


En effet, les côtés de ce polygone tombent successivement dans les 
mailles différentes m2, M3,... mn, m1 et ne peuvent se couper. Deux 
sommets consécutifs Sz et Sx+1, étant sur la courbe Ez+1 Sx+1 se suivent 
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dans le sens direct sur un même tronçon ou sur deux tronçons consé- 
cutifs. Donc, en parcourant la série des sommets S;, S:,.,, on par- 
court successivement les tronçons dans le même sens, sans en sauter 
aucun, et, comme on revient au point de départ, on les rencontre tous. 


Remarque. — I] résulte du théorème précédent qué l’on peut inscrire, 
autour d’un contour fermé simple, un polygone sans point multiple 
dont les côtés soient aussi petits qu'on veut. Il suffit pour cela de 
décomposer préalablement le contour en tronçons, par des valeurs 
assez rapprochées de # pour que l'écart de deux points situés sur deux 
tronçons consécutifs ne surpasse pas la limite voulue. 


S 4. Courbes rectifiables et quarrables. 
Intégrales curvilignes. 


345. Courbes rectifiables. — Considérons une courbe continue, 
définie par les deux équations (*) : 


x = qi), y =Y0). 


Donnoris à é une suite de valeurs #1, éo,... ln, ly4a = T. Soient, en 
général, x; y: les valeurs de x, y pour {= 4, Le périmètre # du poly- 
gone inscrit ayant ces points pour sommets, sera 


p = Ë V(xita Ts 43)? + (yiti — Yi}. 


Faisons tendre vers zéro les amplitudes de tous les intervalles 
(fit — 5). Si le périmètre du polygone ainsi construit tend vers une 
limite déterminée et unique, quel que soit le mode de subdivision de 
l'intervalle (4, T) en parties infiniment petites, l'arc correspondant de 
la courbe est rectifiable et la longueur de l'arc est égale à cette limite. 


Four que cette limite existe, il faut d'abord que le périmètre consi- 
déré ne croisse pas indéfiniment. Or le côté # t;}1 est au moins égal 
| its — %, | et à | ys44 — y: |, mais ne peut surpasser la somme de 
ces quantités. Pour que le périmètre reste fini, il est donc nécessaire 
et suffisant que les deux sommes 


nr nn 
2 | pi — ai | et Z | yétai — Ji | 
‘| 
soient bornées et, par suite, que w(#) et Y(f) soient des fonctions à 
variation bornée dans l’intervalle (4 T). 
Cette condition nécessaire pour que l'arc soit rectifiable est aussi 


ms 


(*) Si le point (x, y) revient sur lui-même, é continuant à varier dans le 
même sens, il décrit une portion de courbe qui se superpose à la précédente. 
mais que l’on considère comme disfincte. 
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suffisante. En effet, supposons-la vérifiée et désignons par L la borne 
supérieure des périmètres de tous les polygones possibles. Nous allons 
montrer que le périmètre du polygone # #2... én41 T tend vers L quand 
l'amplitude de tous les intervalles tend vers zéro. 


Pour établir ce théorème, il suffit d'observer que le périmètre p reste 
stationnaire ou augmente quand on intercale un nouveau sommet 
entre {#4 et #11, mais que cette augmentation, ne pouvant surpasser 
la somme des deux nouveaux côtés, est inférieure au double de la 
somme des oscillations de x et de y dans l'intervalle (f4, #1). Cette 
remarque est entièrement analogue au lemme du n° 87 sur lequel 
repose la démonstration du théorème I qui le suit. Donc en raisonnant 
dans le cas présent, sur p et L comme nous avons raisonné là pour 
prouver que fa pour limite T, nous en concluons que p a pour li- 
mite L. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


La condilion nécessaire et suffisante pour qu'une courbe continue, dont les 
coordonnées sont des fonchons de t, soit rechifiable, est que ces fonctions sotent 


A 


à variation bornée (JORDAN). 
L’arc d’une courbe rectifiable possède les propriétés suivantes : 


10 Sz l’on partage un arc en plusieurs parties, la longueur totale est égale 
à la somme des longueurs de chaque parte. 


On s’en assure par la considération des polygones inscrits dans 
chaque partie et dont l’ensemble est inscrit dans l’arc total. 


20 La longueur s d'un arc, comptée d'un point fixe t\ a un point mobile t, 
est une fonction continue el croissante de t. 


L'arc varie en croissant à cause de la propriété précédente et sa con- 
tinuité se prouve comme celle de la fonction T considérée au n° 87. 


30 Donc t est, réciproquement, une fonction continue et croissante de s. Les 
coordonnées x et y, qui sont fonchions continues de t, peuvent donc toujours 
être considérées comme fonchons continues de s. 


40 Si x et y sont des fonctions absolument continues de t, on a, avec l’in- 
lêgrale de Lebesgue, en ne considérant les fonctions que la où elles existent, 


ST 
s— | Vx!2 + y?at, 
g1 
donc la fonction s est absolument continue aussi. 


Posons, en effet, 
PACE) = x — 45) + (y — 9}. 
Cette fonction est absolument continue comme # et y, car la varia- 


tion de vw; ne peut surpasser la somme de celles de x et de y (*). Donc 
cette fonction a pour dérivée presque partout 


(*) En vertu de la formule | Av; | LVAx? + y? £ | Ax | + | Ay]|, qui 
exprime que la différence, Av;, de deux côtés d’un triangle ne surpasse pas 
le troisième côté. 
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= CRE UN LR YE €) 
Ve) +) 


On a, par conséquent (n° 265), 
4 DR ee 
eo= [rçod< [UPS a 
L, 


IE RENE ATEN lys Ad ces ! 
Via — 25) + (yits — 9)? = qi) < [ Var +9"? dt. 
Donc, en partageant l'intervalle (4, é) en éléments successifs (é;, /;41) 
infiniment petits, on a 


BE 
s = lim DUA CE) = [ Vx!? + y'? dt. 
QT 


Cherchons maintenant une inégalité de sens contraire. Comme s est 
une fonction croissante de é, on a (n° 259), s' existant presque partout, 


l 
se [ s'ax. 
4 


ci 


Mais on peut, sans changer cette dernière intégrale, ne considérer que 
les points où s', x! et y/ existent à la fois et où l’on a, par conséquent, 


PAS .. VAx? + Ay? a 
ee RUE 12 
s'— lim a, = lim Ai Val? + y'?, 


On a donc a fortiori, ce qui achève la démonstration, 


MR ee 
s> | Vx'?+wv!? dt. 


la 


Nous avons considéré une courbe plane, mais les conclusions s’éten- 
dent à l’espace, en introduisant une coordonnée de plus. 


346. Intégrales curvilignes. — Considérons une ligne continue 


vs p(#), PE U(£), 


et supposons que le point (x, y) décrive un arc L quand # croît de #, 
à T. Soit P (x, y) une fonction continue des deux variables x et y. 
Décomposons l'intervalle #4 T par les points #h, #,... 4... lnta = T et 
soit 0; un point arbitraire de l'intervalle #f;41. Désignons, en général, 
par #;, y: et 6, n; les valeurs de x, y aux points #; et 6; Formons alors 
la somme 


È P (5, ne) (444 — x). 


(*) A cause de la relation générale ax! + by! < Va? + b? Vx?+ "2. 
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Si cette somme tend vers une limite déterminée quand les valeurs 
successives de { sont infiniment voisines, c’est-à-dire quand les points 
successifs (x;, y;) se rapprochent indéfiniment les uns des autres, cette 
limite s'appelle l'intégrale de Pdx prise le long de la courbe L dans 
le sens À T, et se désigne par le symbole 


IE (x, y) dx 


Cette expression est une t#tégrale curviligne. Lorsqu'elle a un sens, 
on dit que la fonction Pax est intégrable le long de la ligne L. 


THÉORÈME I. — La fonction Pdx est intégrable sur toute ligne continue, 
dont l'abscisse x = @(f) est une fonction à variation bornée, et, dans ce cas, 
l'intégrale effectuée sur cette ligne se ramène à des intégrales de fonctions 
continues, au sens ordinaire, c’est-à-dire effectuées dans un intervalle. 


Nous pouvons poser # = u — z,u et z désignant deux fonctions con- 
tinues de é, essentiellement croissantes (n° 88) et qui varient de #, à U 
et de z, à Z quand f varie de #, à T. Mais alors # est, réciproquement, 
une fonction continue constamment croissante de # entre #, et U, et 
aussi une fonction continue constamment croissante de z entre z, et 
Z. Donc P, qui est fonction continue de #, peut être aussi considéré 
soit comme fonction continue de #, soit comme fonction continue de 
z. Soient #;, z; les valeurs de #, z au point #; ; il viendra 


EP (6, né) (tin — #5) = EP (usa — 05) — ÈP (35441 — 20). 


Si l’on prend # comme variable dans la première somme du second 
membre, et z comme variable dans la seconde, chacune de ces deux 
sommes a pour limite une intégrale définie ordinaire. Passons donc à 
la limite dans cette équation ; nous obtenons la formule 


U Z 
[raæ=f Pau | P dz. 
L #, 24 


THÉORÈME II. — Si, x est fonction absolument continue de t, on a, plus 
simplement, avec l'intégrale de LEBESGUE, 


3t 
[r (x, y) dx — [ AA UE. 
LOS 5} 
On a, en effet, dans ce cas (n° 265) 


Xi+1 — Xi — 
Éÿ 


par conséquent, 


ZP(É;,, ns) (#43 Le Xi) Tr [ 


# 


b 
P(x, y)x'dt=2 | PEP(E n0) — P(x, »)Wt ; 
be 


et il suffit de montrer que cette expression tend vers zéro avec les 
intervalles (4;, t;11). Or on peut supposer ceux-ci assez petits pour que 
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P(Ë,, n:) — P(x, y) soit < s en valeur ‘absolue: quel que soit. Alors 
l'expression précédente est moindre en valeur absolue que la quantité, 
infiniment petite avec €, 


l; Ah 
x [lea [ | x! | dt. 
!, 4 


1 


REMARQUE. — L'intégrale curviligne | Qdy se définit d’une manière 
semblable à celle de Pax. L'intégrale plus générale, 


[ (Péx-+ Op), 


est, par définition, la somme des deux précédentes ; elle sera donc bien 
déterminée s' les fonctions # et y sont à variation bornée, c’est-à-dire 
st la ligne d'intégration est reclifiable. 


347. Coutours fermés quarrables. — Considérons un contour fermé 
simple € et soit À la région intérieure à C. 


I. On dit que la région À (ou que la courbe C) est quarrable si la borne 
supérieure des aires polygonales intérieures à À coïncide avec la borne 1nfé- 
vieure des aires polygonales contenant À, Ces aires peuvent être limitées par 
un ou plusieurs contours distincts. Cette borne commune est l'aire de A. 


Pour que la courbe soit quarrable, il faut et il suffit que, quelque 
petit que soit &, on puisse trouver un domaine polygonal P contenu 
dans À et un domaine polygonal P' contenant A, tels que P!— P soit 
< €. On peut toujours supposer que les contours de P et P' ne ren- 
contrent pas la courbe, car il suffit d’une modification aussi petite 
qu’on veut pour réaliser cette condition. 


Donc, s la courbe est quarrable, elle peut étre enfermée (au sens étroit) 
dans un domaine polygonal (P'— P) d'aire plus petite que &. 


Soit alors à la plus petite distance de la courbe € à P et P'. Tout 
anneau (n° 344) dont les points seront à une distance < à de la courbe 
sera tout entier dans le domaine extérieur à P et intérieur à P'et son 
aire sera < €. Donc: 


II. S5 la courbe C est quarrable, elle peut élre enfermée dans un anneau 
d'aire infiniment petite. 


Celle condition est aussi suffisante pour que la courbe soit quarrable, puis- 
que l’aire À est intermédiaire entre celles des deux contours polygo- 
naux qui bordent l’anneau, 


Couvrons maintenant la courbe € d’un réseau dont les mailles ten- 
dent vers 0, nous pouvons énoncer la proposition suivante : 


IIT. La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C soit quar- 
able, est que la somme des mailles rencontrées par la courbe ait pour limite 0. 
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Cette condition est suffisante, car les mailles intérieures à À forment 
une aire polygonale P contenue dans À, et, en ajoutant les mailles 
rencontrées par la courbe, on a une aire polygonale P' contenant A, 
telles que P/— P tende vers zéro. Cette condition est nécessaire, 
puisque les mailles rencontrées par la courbe font toujours partie de 
l'anneau qui correspond au réseau. 


IV. Le contour fermé simple x — (1), y = Y(t), sera quarrable si x ou y 
est à variation bornée. 


Soit /,T l’intervalle dans lequel / décrit la courbe. Décomposons-le 
par les points #1, do... in41 = T. Soient &; et n; les oscillations de x et y 
dans l'intervalle #4 f;11. Le tronçon #; t:41 de la courbe peut être inscrit 
dans un rectangle de côtés &; et n;. Par conséquent, quand les mailles 
tendront vers zéro, la somme de celles qui rencontrent ce tronçon aura 
une limite égale ou infér'eure au produit en; qui mesure ce rectangle. 
La somme des mailles qui rencontrent le contour proposé a donc une 
limite inférieure à 2e,n;. Si #, par exemple, est à variation bornée, x est 
la diftérence de deux fonctions non décroissantes, # et z, qui varient 
de #1 à U et de z, à Z dans l'intervalle #,T, Soit n la plus grande des 
quantités n;, On aura | 


Le; ns < ne; < n[U — 4 + Z— 2]. 


La somme des mailles rencontrées par la courbe a donc une limite 
inférieure à cette dernière quantité. Celle-ci peut être rendue plus 
petite que toute quantité donnée, car n est aussi petit qu’on veut avec 
les intervalles des valeurs de é. Donc la somme des mailles rencon- 
trées par la courbe a pour limite zéro. 


En particulier, toute courbe fermée rectifiable sera quarrable, puisque 
ses coordonnées sont à variation bornée. 


« 


V. L'’aire intérieure à un contour fermé simple et quarrable C peut s'ex- 
primer par l'une des trois intégrales curvilignes suivantes : 


[ 25 QE | pe, À [ (xdy — ya3), 
(C) (C) 7 J(C) 


effectuée sur le contour C dans le sens direct, pourvu toutefois que celte inte- 
grale soit déterminée. Celle condition sera d'ailleurs remplie pour la pre- 
mière si y est une fonction de t à variation bornée, pour la seconde si x est 
à variation bornée, el pour loutes les trois si la courbe est rectifiable. 


Considérons d’abord la seconde des intégrales proposées. 


Construisons un anneau (n°0 344) dont tous les points soient à une 
distance de la courbe moindre que €. Inscrivons ensuite, tout autour de 
la courbe C, un polygone, sans point multiple, dont tous les côtés 
soient assez petits pour ne pas sortir de l'anneau (n° 344). La courbe 
et le polygone étant tous deux sur l’anneau, la différence des aires 
intérieures à l’un et à l’autre sera plus petite que celle de l’anneau et 


25 
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a 


comme on peut faire tendre cette dernière vers zéro, puisque la courbe 
est quarrable, l’aire intérieure au contour sera la limite de l'aire inté- 
rieure au polygone inscrit. 


Soient (41, Y1), (#2, Y2),.. Îles sommets consécutifs du polygone, 
L’aire S' du polygone se mesure par l'intégrale de ydx effectuée dans 
le sens rétrograde sur le contour polygonal (no 335), ce qui revient à 
faire la quadrature d’une somme de trapèzes. Il vient ainsi 


S'= = Eye + ve ) (aa — 24). 


Quand les sommets consécutifs se rapprochent indéfiniment, chacune 
des deux sommes 2yah (#81 — x) et Zys (xx11 — #4) a pour limite 
l'intégrale existante de ydx effectuée dans le sens rétrograde sur le con- 
tour C. Donc la seconde intégrale proposée dans le théorème mesure 
l'aire intérieure au contour. 


On prouve de même que cette aire s'exprime par la première inté- 
grale si celle-ci a un sens. Enfin, si elle s'exprime par les deux pre- 
mières intégrales, elle s'exprime aussi par leur demi-somme, ce qui 
achève la démonstration. 


REMARQUE. — Si enfin x ou y ou bien x et y sont des fonctions abso- 
lument continues de #, on peut prendre {comme variable d'intégration, 
et l'aire s'exprime par l’une des intégrales (346, II) : 


T in T 
[ xy'dt, -[ yat, = [ (xy! — yx'at. 
/ lo A 


9) 7 0 


$ 5. Volume d’un solide. Aire d’une surface 
de révolution. 


348. Volumes qui dépendent d’une quadrature. — La définition des 
volumes se rattache à la théorie des intégrales multiples et sera 
exposée dans le second volume. Nous n’étudions ici qu'un cas 
particulier. Considérons une surface dont les sections paral- 
lèles à un plan fixe soient des courbes fermées, et supposons 
que l’aire d’une section soit une fonction continue, e(x), de la 
distance x du plan sécant au plan fixe, Limitons un solide à 
l’intérieur de la surface, en menant deux plans sécants extrèmes 
aux distances-x, et X du plan fixe. 

Pour définir le volume du solide compris entre la surface et 
ces deux plans, décomposons ce solide en tranches par les plans 
conséCutifs XX, Los. Xn. Xn+1 = X. Substituons à chacune des 
tranches, un cylindre ayant même base y(x;) et même hauteur 


RL Se + Ge de EL 
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(Xx+1 — Xx) et faisons la somme de tous ces cylindres. Cette 
somme sera 


nr 
Ep(xx) (Xn+1 — Xx). 
1 
Faisons décroître d’une manière quelconque l'épaisseur de 
toutes les tranches, la somme précédente aura une limite déter- 


minée, toujours la même, que l’on appelle le volume du solide. 
Cette limite est, en effet, par définition, l'intégrale définie 


[#9 di 


Cette formule donne le volume compris entre les plans x, et 
X. Si l’on veut calculer le volume V compris entre les plans 
x, et x, il faudra se servir de la formule 


(1) V = ('o(x)dx. 


Quand la fonction +(x) est connue, cette formule ramène à 
une simple intégration la détermination du volume V. 


LR D Vins" | 
349. Exemples. — I. Ellipsoïde : PTE ac ET Er 1. Cherchons 


le volume compris entre deux plans perpendiculaires à l’axe 
des x. La section par un plan x quelconque est une ellipse dont 
les demi-axes ont pour expressions 


D /i1—— CO /I1——. 
a a 
Donc, d’après la valeur connue de l’aire de l’ellipse (n° 332), 
nous aurons 


o(x) = bc (: +). 
Le volume compris entre les plans 0 et x sera 


2 8 
V = rbc FG-E) dx = rbC (x — 2e) 


#0 


Si x = a, on obtient la moitié du volume de l’ellipsoïde ; le 


4 


2 
volume total sera donc 3 rabc. Ce volume vaut les 3 du cylindre 


qui a une des sections axiales de l’ellipsoïde pour base et l’axe 
normal à cette section pour hauteur, cylindre qui peut être cir- 
conscrit à l’ellipsoïde. | 
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II. Paraboloïde elliptique : A “à 


le plan x est une ellipse, dont les demi-axes sont b\/2x et c \/2x, 


— 2X. La section faite par: 


et l’aire 2rbcx. Le volume du segment détaché du paraboloïde 
par un plan x normal à l’axe, est donc 


V = orbc f xdx =rbCx?, 


O 


C’est la moitié de celui du cylindre qui à même base et même 
hauteur que le segment du paraboloïde. 


350. Solides de révolution. — L'aire qui à été désignée par g(x) 
s'obtient immédiatement dans le cas très étendu des solides de 
révolution autour de l’axe des x. Soient f(x) une fonction eonti- 
pue et y = f(x) l'équation d’une courbe en coordonnées rectan- 
gulaires. En tournant autour de l’axe OX, cette courbe engendre 
une surface de révolution. La section faite par le plan x est un 
cercle de rayon y. Donc e(x) = xy°. Le volume V du segment 
compris entre les plans x, et x, sera donné par la formule 


Ce 


(2) V="rT (° vor r [r()a. 
| FA 


Cette formule s'applique aussi aux cas où la courbe est définie 
par une représentation paramétrique ou par son équation en 
coordonnées polaires. Il suffit d'exprimer y*dx en fonction 
de { ou en fonction de 6 et de donner comme limites à l’intégrale 
les valeurs limites de t ou de 4. 

L’aire qui engendre le volume de révolution peut aussi être 
comprise entre deux courbes : 


DH f(x), Ji f(x), (Yi ce Ye). 


Dans ce cas, le volume de révolution est la différence des 
volumes engendrés par les deux courbes. On a donc 


æ 
(3) Von fl(2 — y dx. 
To 


Plus généralement, on peut chercher le volume engendré par 
la révolution de l’aire intérieure à une courbe fermée C, entiè- 
rement située au-dessus de OX. Supposons que le contour © 
puisse se décomposer en un nombre limité d’arcs sur lesquels x 
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varie toujours dans le même sens. En raisonnant comme au 
n° 335, on verra que le volume de révolution s'exprime par l’in- 
tégrale curviligne 


(4) Ne [ y'dx, 
(c) 
le contour C étant parcouru dans le sens direct (*). 


851. Exemples de volumes de révolution. — I. Cycloïde. Suppo- 
sons que la révolution se fasse autour de la base ; on aura 


y*dx = aÿ (1 — cos t}* dt. 
Le volume engendré par l’arc compris entre l’origine et le 


point qui à pour paramètre {, sera 


t 
V — rat | (1 — 3 cost + 3 cos°t — cos°t) dt 
O 


s 1n3 
= Tra° (Æ — 4 sint + à sint cost + _ *). 


Si {t — 27, on obtient le volume 5x°a° engendre par l’arcade 
entière. 


II. Tore. Le tore est engendré par la révolution d’un cercle 
autour d’une droite. Considérons le cercle 


CUVE C) A”, 
dont l’équation donne deux valeurs pour y, à savoir 
Yi = C— Va — x? Yo = C + Va? — x?. 
On en tire 
Yr — Yi 4 CVar — x? 
Faisons tourner le cercle autour de l’axe de x, le volume de 


la tranche du tore comprise entre les plans 0 et x ‘évalue par 
la formule (3). I1 vient 


V — fre] Vañ—x* dx —2TC Ava — X? + a? arc sin = 
O 


(*) On peut généraliser ce résultat. En raisonnant comme au n° 347, on 
montre que l'équation (4) subsiste, pourvu que le contour € soit quarrable 
et que l'intégrale curviligne ait un sens. Ceci aura lieu si le contour ©, 
défini par x —v({), y —4(t), est rectifiable et, plus généralement, si x seul 
est à variation bornée, 
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Si x = a, on obtient la moitié du volume du tore, Le volume 
total sera donc 27r°ca*. 


252. Aire d'une surface de révolution. — Considérons encore la 
surface engendrée par la révolution d’une courbe rectifiable 
quelconque autour de l’axe des x. Supposons seulement que 
l’ordonnée de la courbe soit positive. Prenons comme variable 
l’arc s de la courbe compté à partir d’une origine fixe. Les 
coordonnées x et y d’un point de la courbe seront des fonctions 
continues des. 

L’'aire de la surface engendrée par la portion de la courbe 
comprise entre deux points extrêmes, est, par définition, /a 
limite de l'aire engendrée par la révolution d'un polygone 
inscrit dont tous les côtés tendent vers zéro (*). 

Soient s, et S les valeurs de s aux points extrêmes ; marquons 
sur la courbe une suite de points où s prend les valeurs succes- 
SIVES Sj, Soccer Sn» Sn+1 = S. Soient x; et y; les valeurs de x et y 
quand s = s; Inscrivons un polygone ayant ces points pour 
sommets et soit c; le côté qui joint (x:, y:) à (Xi44, Yi). Ce côté 
engendre en tournant la surface latérale d’un tronc de cône, 
laquelle à pour mesure, d’après la géométrie élémentaire, 


4° 


SLR EN EEUR 
2 
L’aire engendrée par le polygone entier s'obtient en sommant 
toutes les expressions semblables à la précédente, ce qui peut, 
en introduisant des termes qui se détruisent, s’écrire comme 
il suit : 
TR eh eo 
re à (Spa — 85) — gr 2 + Jeu | (Si4a — Si) — C |. 
Considérons d’abord la seconde somme. Comme c; est la corde 
de l'arc $;,, — s; toutes les différences entre crochets sont posi- 
tives. Donc, M désignant le maximé de y, cette seconde somme 
est moindre que 


n tr) 
97 M Z[(si:4 — s,;) — ci] — 27MIS — s, —Xc;]. 
1 1 


(*) La définition de l’aire d’une surface quelconque sera donnée dans le 
second volume. 
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Comme l’arc S —s, est, par définition, la limite du périmètre 
2c;, cette expression tend vers 0 avec les côtés c;. L’aire de la 
surface de révolution est donc égale à la limite de la première 
somme. Maïs la demi-somme de y; et y;:,1 étant une valeur 
moyenne de y dans l'intervalle (s;, s;,,) de s, la première somme 
tend, par définition, vers une intégrale définie quand tous ces 
intervalles tendent vers zéro ; et l’on obtient, pour l’aire A de 
la surface, la formule 


s 
(5) A — ar | y ds. 
S4 


Cette formule suppose l’arc rectifiable. On peut en déduire 
d’autres, applicables aux divers cas dans lesquels s n’est pas la 
variable indépendante. Celles-ci se déduisent de la précédente 
par un changement de variable, mais il faut des hypothèses 
plus restrictives. 

Suivant que la courbe sera définie par une représentation 
paramétrique, par l'équation y — f(x), ou en coordonnées po- 
laires, on aura, pourvu que les dérivées représentées par x', y! 
et r' existent et soient continues, 


ds = dt Vx"® +: y"? = dx Vi + y? = dû Vr? + r"°. 


Prenant {, x ou 0 comme variable, on transformera donc, 
suivant le cas, la valeur (5) de A dans l’une des suivantes ; 


ae Eire 122 ÉSRRE | eos 
ar | YVYX'? + y'? dt, ar [y vx + y"? dx, 2m ((r sin 9)Vr°+r'?d0, 
lo %0 06 


les limites se rapportant aux extrémités de l’arc. Ce sont ces 
formules que l’on applique en pratique. 


353. Aire de l’ellipsoïde de révolution. — Nous prendrons pour 
variable l’angle y déjà considéré au n° 339. On à alors 
x—asiny, V="b cosy, ds == do \/a? cos? © + b° sin? +. 

11 y deux cas à distinguer suivant que l’ellipsoïde est de révo- 
lution autour du grand axe ou du petit. | 

1° Ellipsoïde surhaussé (a > b). Soit e — (Va? — b?) : a l’excen- 
tricité absolue. Pour obtenir l’aire totale de l’ellipsoïde, il faut 
doubler l'aire engendrée par l’arc ayant pour extrémités 
9 =0eto—":2. On aura, par la relation € sin + = Sin f, 
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T 
2 


S = 4rab | Vi — e? sin? © cospdo = 
#0 . 
arc sin € 
D | e + sin { cos e = MES sine | 1e |. 
O 


Ce résultat se simplifie par la relation V1 —e? = b: a ; il vient 


= am [D 4 ab, 


| arc sin € 
C 


At0t 


2° Ellipsoïde surbaissé (a < b). Soit k = (\/b?—a?) : a ; on aura 


S = Arab fs Vi+ k?sin? ® cosvde — grabk | VE + € E dt. 


Cette intégrale a été calculée au n° 338 ; il vient 
B — arab Er + À Log (k+ +) | 
et, par relation Vr + k?—b:a, 
S — 27 D . = Log (k + Vi) | 


Ces deux expressions donnent à la limite l’aire de la sphère en 
faisant tendre b vers a et, par conséquent, € et À vers zéro. On 
trouve la valeur connue 47 a. 


EXERCICES. 


1. Calculerles volumes et les surfaces engendrées parles révolutions: 
1° d’une chainette autour de sa base ; 
29 d’une spirale logarithmique autour de l’axe polaire ; 
30 de la cardioïde : 7 — 2a (1 — cos 0) autour du même axe ; 
4° de lemniscate : r° — a?cos28 autour du même axe. 


Ces problèmes conduisent à des intégrales qui s'effectuent facilement 
sous forme finie. 


2. Volumes engendrés par les révolutions : | 
10 d’une spirale d'Archimède autour de l’axe polaire ; 
20 d’une cissoïde autour de son asymptote. 


Ces volumes se calculent également sous forme finie. 
$S 5. Calcul des intégrales définies par approximation. 


354. Principe de la méthode. — Un grand nombre de problèmes 
relatifs à la mécanique, à la physique et à l’art de l’ingénieur 
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conduisent à des intégrales définies qu’il est impossible d’ob- 
tenir rigoureusement sous forme finie. Pour les calculer, il faut 
recourir aux formules d’approximation. Celles-ci sont d'autant 
plus avantageuses qu’elles exigent moins de calculs et compor- 
tent une exactitude plus grande. Il en existe un grand ngmbre. 
Nous allons faire connaître seulement les plus utiles et les plus 
élémentaires. 


b 
L'intégrale définie [ f(x) dx, où nous supposerons f(x) posi- 
a 


tif et b > a, représente, comme on l’a vu, l’aire $S limitée par la 
courbe y = f(x), l'axe OX et les deux droites x = a et x — b. 
Le problème d'évaluer cette aire est donc le même que celui de 
calculer l'intégrale ; et réciproquement, toute détermination 
approchée de l’aire $S fournira une valeur approximative de 
l'intégrale. | 


355. Détermination de limites supérieures et inférieures d'une inté- 
grale définie. — Nous supposerons que, dans tout l'intervalle 
(a, b) de l'intégration, la courbe y = f(x) tourne sa concavité 
dans le même sens. Si cette condition n’était pas réalisée, il 
faudrait commencer par décomposer l’aire en plusieurs autres 
pour lesquelles la condition aurait lieu. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que la courbe tourne 
sa concavité vers le bas. Dans l'hypothèse inverse, l’ordre des 
limites que nous allons obtenir serait interverti. Une limite 
supérieure deviendrait une limite inférieure et réciproquement. 

Ceci posé, on peut, d’après M. Mansion, procéder comme il suit 
pour enfermer l'intégrale 
entre des limites que l’on 
sait évaluer : 

On décompose l’inter- 
valle (a, b) en un nombre ÿ 


pair 2n de parties égales 

d'amplitude h = (b—a):2n Fig, 11. 

par les points x, = 4, X:, X3,... Xon+1 = D ; puis on décompose 

l'aire $ à évaluer en segments consécutifs 0, 5,... con (fig. Lt) 

en menant toutes les ordonnées correspondantes ÿ;, Yo, Venti. 
La courbe tournant par hypothèse sa concavité vers le bas, 

tout segment compris eutre deux ordonnées quelconques y; et 


394 CHAPITRE X. CALCUL DES AIRES, DES ARCS ET DES VOLUMES 


yr surpasse le trapèze que l’on y inscrit en joignant les sommets 
des deux ordonnées. 

On trouve ainsi, pour le segment 5, compris entre les ordon- 
nées x et Ya+,, l'inégalité 


h 
(1) CR > “ (Y4 + Yah). 


De même, pour le segment 6; + 53, Compris entre les or- 
données Yo: et Yoite, 


(2) Soi + Sais > À (Vai + Yoite). 

Mais on peut aussi assigner une limite supérieure aux seg- 
ments. Tout segment compris entre deux ordonnées verticales 
est moindre que le trapèze qu’on lui circonserit en menant à la 
courbe, entre ces ordonnées prolongées, une tangente intermé- 
diaire quelconque. En particulier, le segment 6:;_, + 5% Compris 
entre les ordonnées Y:5_;, et Y2+, est moindre que le trapèze 
qu’on lui circonscrit en menant la tangente au sommet de l’or- 
donnée médiane y. Ce trapèze a pour mesure sa hauteur 2h 
nultipliée par la moyenne y,; de ses bases. On a donc 

(3) Soir + Su < 2h Ya. 

De là résultent facilement diverses limites supérieures et 
inférieures pour l’aire totale $S. Pour les écrire plus facilement, 
désignons par : 

P la somme des ordonnées paires ÿ, + Y4 +... + Yon ; 

TI celle des ordonnées impaires y, + Y3 + ... + Yony : 

E, celle des ordonnées impaires extrêmes y, + Yon ; 

E, celle des ordonnées paires extrêmes y: + Yon. 

On obtient d'abord une limite supérieure L par la formule (3). 
On a, en effet, 


n 
S=2 (C7 + Sy) vont 
1 
Par conséquent, 
(4) Sr DES RE 


On obtient ensuite une première limite inférieure l par la for- 
mule (1), car on a 


2n R 
S == DE >; GP +21—E);); 
1 
par conséquent, 
E;\ 
(5) SIN ARE NP 
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Cette formule donne une valeur approchée / de $S ; on l’ap- 
pelle la formule des trapèzes. 

Enfin on peut obtenir une seconde limite inférieure l'en com- 
binant les formules (1) et (2). On a, en effet, 


n—1 
S — 61 + Son + Ë (oc 2 Osi+i) 


On remplace o, et © par leurs limites tu et les parenthèses 
par leurs limites (2), ce qui donne 


> HÉLBEr en enr 


et, en réduisant, 
E, —-E 
(6) S>l= Rap — |. 
Cette dernière limite a l’avantage de ne pas faire intervenir 
les ordonnées intermédiaires d'ordre impair. Quand on se sert 
des limites (4) et (6), on peut donc se dispenser de calculer ces 
ordonnées. 


356. Formules de Poncelet et de Simpson. — Ces formules s’ob- 
tiennent par la combinaison des limites précédentes : 

1° La formule de Poncelet s'obtient en donnant comme valeur 
à S la moyenne arithmétique des valeurs L et l', On trouve ainsi 


(7) SPA ae jar = El 


L'erreur commise sera moindre en valeur absolue que 


DT, RE 
RAR" 2 


mais on en ignore le sens. 

Cette limite de l’erreur peut se présenter géométriquement. 

En effet, si l’on joint (fig. 11) les sommets A et B des ordon- 
nées extrêmes y, 6b Yen+, et les sommets A'et B' des ordonnées 
extrêmes de rang pair y: et Yon, Ces deux droites AB et A'B' 
interceptent sur l’ordonnée du milieu y, un segment PQ qui 
est précisément égal à (E, — E,) : 2, L'erreur est donc moindre 
que la moitié du rectangle construit sur ce segment PQ et la 
distance À de deux ordonnées consécutives. 

La formule de Poncelet est très suffisamment exacte et elle 
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est surtout pratique à cause de sa simplicité. Elle ne nécessite 
pas le calcul des ordonnées intermédiaires de rang impair. 
2° La formule de Simpson s'obtient en faisant 


(8) = RSR (GP + —E,). 

La formule de Simpson se montre presque toujours pratique- 
ment la plus exacte. Mais les principes quinous ontservijusqu'ici 
ne suffisent pas pour justifier théoriquement de sa supériorité. 
Tout ce que nous voyons pour le moment, c’est que l’erreur ne 
peut surpasser 2 , 

—+ 2 
RS mm 3m D. 

Pour justifier de la supériorité de la formule de Simpson, 
nous allons chercher par une autre voie une expression analy- 
tique de l'erreur commise. Cette expression pourra servir en 
pratique chaque fois que la dérivée quatrième de f(x) sera 
connue. Dans les autres cas, la formule de Poncelet sera pré- 
férable à celle de Simpson, car elle donnera un résultat aussi 
sûr avec moins de calculs. 


35'7. Reste de la formule de Simpson. — Nous appellerons reste 
de la formule de Simpson, la différence entre la vraie valeur de 
l'intégrale et celle que donne la formule de Simpson. Nous 
allons donc chercher une expression commode de ce reste. 

Nous pouvons nous affranchir de toutes les conditions que 
nous avons imposées à la fonction f(x) dans les numéros précé- 
dents. Par contre, nous devons en introduire une nouvelle : 
nous supposerons que les dérivées de f(x) sont déterminées et 
continues jusqu’au quatrième ordre inclus. 

Nous commencerons par former l’expression du reste dans le 
cas où le calcul se fait avec deux subdivisions seulement. I1 n’y 
a alors qu’un seul point de subdivision de l'intervalle d’intégra- 
tion, nous le désignerons par x et les valeurs extrêmes seront 
X — R, et x + À. 

Soit F(x) une intégrale de f(x). La valeur exacte de l’aire 


cherchée sera 
F(x + h) — F(x — h), 
et celle fournie par la formule de Simpson 


2 LG + A) SX — R) + AF()] 
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Considérons x comme donné et À comme variable ; les deux 
expressions précédentes seront fonctions de h et leur différence, 
oule reste de laformule, pourra se désigner par o(h). I] vientainsi 


CR) = FX + À) — Fe — h)— À [f(x + À) + FR —h) + 4). 


Comme le montre un calcul simple, cette fonction s’annule 
ainsi que ses dérivées premières et secondes pour h = 0 et la 
dérivée troisième a pour expression 


o!"(R) RS - [x + R) — f'"(x — h)]. 


Désignons par £ une quantité inconnue mais comprise entre 
x — h et x + h ; le théorème des accroissements finis donne 


g"(R) = — EVE). 


Multiplions successivemeut par dh et intégrons trois fois de 
suite les deux membres de cette équation entre 0 et h. On peut 
chaque fois, en vertu du théorème de la moyenne, et sans qu’il 
faille changer le sens général de 6, faire sortir le facteur f!Y(6) 
du signe f et n’intégrer que la puissance de À. On trouve ainsi, 
puisque y, #' et #!"" sont nuls pour À = 0, 


e(n) = — FE à 


Telle est l'expression simple et remarquable de l’erreur com- 
mise quand on applique la formule de Simpson avec deux sub- 
divisions seulement. Si la courbe est une parabole du second 
ou du troisième degré, la dérivée 4° de f(x) est identiquement 
nulle et la formule de Simpson donne un résultat exact. 

Revenons maintenant au cas général, envisagé au n° précé- 
dent, dans lequel il y à un nombre pair 2n de subdivisions. 
Considérons le segment 6:;_, + «2; de la courbe (n° 354) compris 
entre les ordonnées Y2;-, et Y24,. On peut le calculer par la 
formule que nous venons d'établir. Il vient ainsi 


h 1V(E) À 
gi + Soi = 7 LYoé1 + Voita + 4Ya —+ MO) 1 


53 
(9) 


où & est intermédiaire entre X2;5_, et Xp. 
Faisons la somme des résultats précédents pour tous les indi- 
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ces À = 1. 2, n ;il viendra, € étant maintenant compris entre 
a et b, 

À 1: h5 

S= À RI+4P—E]— nf) 


ou, comme 2nh — b — a, 
(9) S = ï [21 + 4P —E,] LE (b — a) FIV(E) 
nne 1 Tam 1801". 1 


(ARE D). 


Cette formule coïncide avec Ia formule (8), à part le dernier 
terme. C’est la formule de Simpson complétée par l’expression 
du reste. Cette expression permet donc d'évaluer une limite de 
l'erreur commise par la formule primitive. Si la dérivée qua- 
trième ne change pas de signe, le sens de l'erreur sera connu, 
puisqu'on connaîtra le signe du reste. Celui-ci pourra même 
servir à rectifier dans une certaine mesure le résultat obtenu. 

Si h est très petit, l’erreur commise par la formule de Simp- 
son sera très petite, car elle est seulement du quatrième ordre 
par rapport à h. C’est de là que vient la supériorité de cette 
formule sur les autres où l’erreur est d’un ordre de grandeur 
plus élevée. 


CHAPITRE XI. 


Des séries. 


S Généralités sur les séries à termes constants. 
Séries positives. 


358. Définitions. — On appelle série une suite indéfinie de 
quantités, réelles ou complexes, U,, U,,... Un, formées suivant 
une loi déterminée et que l’on ajoute successivement les unes 
aux autres. Le terme u, se nomme le terme général de la série. 
Son expression donnée en fonction de n fait connaître toute la 
série. Soit 

: Sn =U + +... + Un 
la somme des n premiers termes de la série. Si, pour une valeur 
indéfiniment croissante de n, la somme s, tend vers une limite 
finie et déterminée s, la série est converg'ente et s est la somme 
ou la valeur de la série. Sis, ne tend vers aucune limite ou 
augmente indéfiniment, la série est diverg'ente. Toutefois si 
Sn tend vers “+ æ ou — æ nous disons que la série est infinie et 
a pour somme + æ OÙ — . 
Lorsqu'une série est convergente, la différence, 


S— Sn = Ry, 
entre la scmme de la série et celle des n premiers termes s’ap- 


pelle le reste de la série à partir du n°7”* terme. Ce reste est la 
somme de la série suivante : 


Ry = Unti + Unto Fe, 


qui est done convergente (ou divergente) en même temps que la 
première. Ainsi, on peut toujours dans l'étude de la conver- 
gence d'une série faire abstraction d’un nombre limité de termes 
au début. 


359. Caractère général de convergence, — Pour qu'une série 
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converge, il faut que les sommes successives 8, Spy. Sn, ten- 
dent vers une limite déterminée. De là (n° 16 et 46) on conclut 
la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour la converg'ence 
d'une série est qu’à tout nombre positif e si petit qu'il soit, cor- 
responde un nombre n tel que l'inégalité 


| Sntp— Sn | <E 


ait lieu pour tous les indices n + p supérieurs à n. 
Ce théorème peut aussi se formuler comme il suit : Pour 
qu'une série converge, til est nécessaire et sufjisant que l'on ait 


lim 


P—= co 


(Sn+p — Sn) = 0, 
P VARIANT D’UNE MANIÈRE ARBITRAIRE quand n tend vers l'infini. 
CCROLLAIRE. — Faisons p = 1, le théorème précédent nous 
donne, en particulier, la condition suivante, {oujours nécessaire, 
mais non suffisante pour la convergence : 
Dans toute série convergente, le terme général u, a pour 
limite zéro pour n infini. 


360. Convergence d’une progression géométrique. — Une des 
sériesles plus utiles à considérer est la progression géométrique 


a+ak+ak? +..,.+akn +... 
Si À diffère de x, on a ici 


ds. n 
DENT AR OIL ER £ ), 
1—k 
Si | k | est < 1, k” tend vers 0 et s, vers a : (1 — k) ; la série 


converg'e. 

Si|k|2> 7x, le terme général ak”? n’a pas pour limite 0, sauf 
si a = 0 ; donc la série diverge, sauf si a — 0, auquel cas la série 
est nulle. 


361. Séries positives. Formation de séries divergentes et conver- 
gentes. — Lorsque tous les termes d’une série Zu, sont positifs 
(ou nuls) la série est dite positive. La somme s, est alors crois- 
sante (ou stationnaire) quand n augmente, de sorte qu’une 
série positive est converg'ente ou infinie. 

Il est facile de donner un procédé général pour former des 
séries positives convergentes ou divergentes. 


SÉRIES POSITIVES AO 


Désignons, en effet, par M, un nombre qui eroît constamment 
jusqu'à l'infini avec l'indice n et formons les deux séries à 
termes positfs : 


(M: PT M) pe (M: te M;) +... = Z(My+: — M, ), 


I I I I I I 
Re CE pe) = EE 2 } 
Gr ,) M, M M UMR 
La première est diverg'ente, car Sn = Mh+, — M, augmente à 


De Us 
M, My; 


l'infini avec n ; la seconde converg'ente, car sy — 
converge vers — 
ë M,' 
Par exemple, si l’on prend M, = Log n, on formera la série 
diverg'ente 


D | Log (n + 1) — Log n — À Log( +2) : 


si l’on prend M, = n%(x > 0), on formera la série convergente 


D Érenal 
n* (n+1i)* 

362. Règles de convergence des séries positives tirées de la compa- 
raison des séries entre elles. — I. Soient Zu, et Zv, deux séries 
positives ; supposons qu'on ait constamment, à partir d'une va- 
leur suffisamment grande de n, 


Un < Un: 


1° Si Zv, converge, Èu, converge aussi ; 2° si Du, diverg'e, 
Zu, diverg'e aussi. 

En effet, dans le premier cas, Zv, étant fini, Zu, l’est a for- 
liori et, par conséquent, converge ; dans le second, Eu, étant 
infini, Zv, l’est a fortiori et diverge. 


II. Si la série Eu, converge, la série Zv, obtenue en multi- 
pliant chaque terme de la précédente par des facteurs positifs et 
inférieurs à un nombre fixe À, converg'e aussi. 

En effet, la série ZAu, converge, car elle à évidemment pour 
somme AËu,, done Zv, (qui a ses termes moindres) converge 
en vertu de la règle précédente. — On prouve de même que : 

Si la série Zu, diverg'e, la série Êv, obtenue en multipliant 
chaque terme de la précédente par des facteurs supérieurs à un 


nombre positif fixe À, diverge aussi. 
26 
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Ces deux règles inverses renferment évidemment comme cas 
particulier la suivante : 


III. Si le rapport u, : v, tend vers une limite finie et différente 
de zéro, les deux séries Zu, et E£v, sont en même temps conver- 
g'entes ou en même temps divergentes. 


IV. Soient Zu, et Zv, deux séries à termes positifs et difjé- 
rents de 0 ; supposons qu'on ait constamment, à partir d'une 
valeur suffisamment grande de n, 


Un Un ER 
RSS TER INT . 


Un+i  Un+: 


1° Si la série £v, converge, Zur RAR aussi ; 2 si Jun di- 
verge, EVA diverg'e aussi, 
On a, en effet, à partir d’une valeur déterminée de n, 


Un. Unti = Unto 


DE 
Dan RU R ET Un ts 0 
Soit p la valeur du premier quotient ; on à, pour m > n, 
Um 
F 


Si Zv, et, par suite, Êpv, convergent, Zu, converge aussi en 


Um < PUm» Um 2 


vertu de la règle I ; si Zu, et, par suite, Z(u.:e) divergent, 
Zv, diverge aussi en vertu de la règle I. 


363. Exemples. — 1° La série dite harmonique 


I I I 16 | 
2e robe 


n 
est diverg'ente (en vertu de la règle III), car le rapport de son 
, , LY . , 0 . 1 
terme général (1 : n) à celui de la série divergente £ Log( : +- .) 
(n° 3671) a pour limite l’unité. 
2° Au contraire, pour toute valeur positive et constante de a, 
la série 


I 


2 n'+t tee 0 


est converg'ente (en vertu de la règle IIT), car le rapport de son 
terme général à celui de la série convergente (n° 361) 


Er | 
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a pour limite 1 : «. En effet, le terme général de cette dernière 
série peut, par la formule des accroissements finis, prendre la 
forme « : (n + 0)t+a, 
3° La série 
I Fr 


L E 
à nes 00-7000 Dos To 


est divergente. En effet, formons une série divergente par le 
procédé du n° 36r en prenant M, — Log Log n ; cette série aura 
pour terme général My: — M,, c’est-à-dire 

Ê PNRELeR 

(n +6) Log (n + 6) 

par la formule des accroissements finis. Le rapport de ce terme 
à r:(nLogn) tend vers l’unité, donc la série E[r : (n Log n)] 


Log Log (n + 1) — Log Log n — 


diverge par la règle III. 


364. Critères de Cauchy. — Nous appellerons critère de conver- 
gence ou de divergence toute règle qui permet de décider de la 
convergence ou de la divergence d’une série par une propriété 
de son terme général, ou par une relation entre le terme géné- 
ral et un nombre limité de termes suivants. 

Un critère est de première espèce s’il ne fait intervenir qu’un 
seul terme, de deuxième espèce s’il en fait intervenir deux, et 
ainsi de suite. 

CRITÈRE DE PREMIÈRE ESPÈCE. — La série Zu, converge si 
l'expression 

n 

Vun 
a une limite € 1 pour n infini, ou, plus généralement, finit par 
rester inférieure à un nombre k < 1 à partir d’une valeur sufji- 
samment grande de n. Elle diverge si cette expression ne finit 
pas par devenir définitivement plus petite que l'unité. 

En effet, dans la première hypothèse, les termes de la série 
deviennent inférieurs à ceux de même rang de la progression 
géométrique convergente Zk”; donc la série converge. Dans la 
seconde hypothèse, le terme général u, n'ayant pas pour limite 
zéro, la série diverge. 

Souvent le quotient Un+1 : Un à& une forme plus simple que u», 
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alors, le critère précédent étant cependant applicable, il est 
plus commode de se servir du suivant, qui est de 2° espèce. 


CRITÈRE DE DEUXIÈME ESPÈCE. — La série Èu, converge si le 
quotient 
Uni 
Un 


finit par rester inférieur à un nombre k < 1 à partir d'une va- 
leur suffisamment grande de n. Elle diverg'e, si ce quotient de- 
vient définitivement > 1. 

En effet, dans la première hypothèse, on a, à partir d'un 
indice convenable n, 


Un+) A Hits. Un+e < heu Un+p sh kp Un: 


Donc les termes de la série commencée à ce terme, sont infé- 
rieurs à ceux de même rang de la progression géométrique 
convergente 

Un + kun+ ... + KP un + …. 
et la série converge. 

Dans la seconde hypothèse, u, cesse de décroître à partir 
d’un certain indice et, par conséquent, n’a pas pour limite 0. 

I1 arrive souvent que le rapport un+,: u, tend vers une 
limite déterminée Æ quand n tend vers l'infini. La série sera 
convergente si k est < 1 et divergente si k est > 1. Si À = 1, on 
ne peut rien conclure et il faut recourir aux critères de deuxième 
espèce suivants : 


365. Critères plus précis. — RÈGLE DE RAABE, La série positive 
Zu, sera convergente, si l'on peut poser, à partir d'une valeur 
convenable de n, k désignant une constante > 1x, 


u k 
ER h I + 5 
Un+) ln 


Au contraire, elle sera divergente si l’on a 


11, re 
Se 
Un+ 1 I 


En particulier, la série est donc converg'ente ou divergente 


Un 


selon que l'expression n É — 1) a une limite supérieure ou 
n+1 


inférieure à l'unité. 
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Démontrons d’abord la règle de convergence. 
Soit « un nombre positif < k ; considérons la série conver- 
gente (n° 363) 


I 
RCE) 
de ni+4? SALES far 


On en conclut 


MERE rl a—(i+ ED. 
Uni Uni Il 
Quand n tend vers l'infini, le second membre a pour valeur 


principale a par la formule du binome, il finit donc 


par devenir positif, donc le premier membre aussi, ce qui 

prouve que la série Zu, converge, en vertu de la règle IV du 

n°362. | 
Quant à la règle de divergence, c’est un cas particulier de la 


suivante qui est plus générale : 
La série Êu, sera divergente si l'on a, à partir d’une valeur 
suffisamment grande de n, 


TR CIH Et 


ee n Log n 
En effet, considérons la série 


EU = D : 


OP (tes): 
qui est divergente comme X(r : n Log n) (n° 363), car le rapport 
des deux termes généraux tend vers l’unité. 
Pour la seconde série, on à 
Log n Log n — Log(n—1) 
AU =(1+ Dire (tr) abs PAPE es Log (n — 1) 
et, par conséquent, par la formule des accroissements finis, 
qui donne Log n — Log(n—1) = 1:(n—#), 


1 
nd ALT RTS n Log (n — 1) 


Il vient donc 


Un Un I L 


a ————— a ————_———_—_—_———— — A ———— 5 


Uni Unti  nLog(n—1) nlogn 


donc la série Êu, est divergente, en vertu de la règle 1V du 
19%002: 
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REMARQUE. Les règles précédentes permettent de décider de 
la convergence ou de la divergence dans presque tous les cas 
qui se rencontrent en pratique. En effet, le quotient uy : Unys 
peut généralement se développer suivant les puissances de 1 : n. 
On obtient alors un développement de la forme 

Me one | 
Un+1 Fun st 
où 0 conserve une valeur finie. 

La série sera convergente si « > 1 ou si « = 1, Ê > x ; diver- 

gente sia<rousia=1, f£1. 


366. Critère de Kummer. — Soit a,, à,,... An,.., une suite de 
quantités positives ; si, n croissant indéfiniment, l'expression 


Un 


n — dn+) 


Uni 
devient définitivement supérieure à un nombre positif fixe a, la 
série positive Zu, converge. 
Les termes au début de la série n’important pas, nous pou- 
vons admettre que l’expression surpasse « pour toutes les valeurs 
de n. Sommons alors, pour n = 1, 2,.. n, toutes les inégalités : 


Pare 4 Un+i < An Un — Ant 1 Uni; 
il vient 


a (Us +- Us + .. . Un+)) << du, — dn+] Un+] < a\u;,, 


donc Zu, , étant borné, converge. 
Si l’on prend a, — n, on obtient comme cas particulier la 
règle de Raabe (n° 365). 


EXERCICES. 


1. Une série positve 2, est convergente ou divergente suivant que 


l'expression 
n( RSR 1) _ | Log » 
Un+1 


tend pour # infini vers une limite supérieure ou inférieure à l’unité. 
KR. Cas particulier de la règle de Kummer (a, — # Log x) et de la 
règle IV du n° 362. 


3. Théorème de Cauchy. — Soit f(x) une fonction positive décroissante 
et F(x) une intégrale de f(x), la série Zf(#) converge selon que F{x) 
est fini ou infini pour # infini positif, 
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R. En effet, la série qui a pour terme général F(# + 1) — F(#) con- 
verge ou diverge selon l'hypothèse. Parle théorème des accroissements 
finis, ce terme prend la forme f{# + 0) ; il est > f{n + 1) et < f(#). 
Donc, selon l’hypothèse, 2f(# + 1) converge a forhiori ou bien 2f(x) 
diverge a fortiori. 


3. On considère une série positive divetgente #1 + #2 + .… et une 
fonction f(x) non croissante et tendant vers zéro pour x infini positif. 
Soient s, la somme des # premiers termes de la série et F(x) une inté- 
grale de la fonction. On forme les deux séries : 


2f(S» un ; 2f (Sn—1)4r ‘ 


Montrer : 1° que la première converge si F(x) est borné pour x in- 
fini positif ; 2° que la seconde diverge si F(x) croît indéfiniment avec x ; 
30 qu’elles convergent ou divergent en même temps si #, est borné (*). 

R. Démonstration analogue à celle du théorème de Cauchy pour 1° 
et 20. On prouve le 3° en montrant que la différence des deux séries 
est bornée avec 4x. 


4. Cas particuliers du théorème précédent: Si « est positif et #, borné, 


Hit 0 u 
2-7 diverge, È —" converge (Dini). 

Sn sit 

5. On considère une série positive convergente #1 + #2 + .. et une 
fonction f(x) qui augmente à l'infini sans décroître quand x positif 
tend vers 0. Soient Rx = #41 + … le reste de la série et F(x) une 


intégrale de f(x). On forme les deux séries : 


2f(Rx Vn , 2f(Ry-1)#» ; 


La première diverge si F(x) est infini pour # — 0 ; Ja seconde con- 
verge si F(x) est borné pour x = 0 (*). 


6. Cas particuliers du théorème précédent : Si « est positif, 


\ Un :. Un 
2 — diverge, 2 Converse: 
n Ryu1 


7. Soit M; un nombre positif qui croit constamment avec # ; on for- 
me l'expression 


I M» = My-4 
M, Log SIRET 


Si cette expression devient définitivement supérieure à un nombre 
positif fixe &, la série 24, converge ; elle diverge au contraire si l’ex- 
pression devient inférieure à un nombre négatif. 


(*) Théorèmes publiés d’abord dans la première édition de ce Cours (1903). 
Voir aussi DENJoY, Sur quelques propriétés des séries à termes positifs. Bulletin 
de la Soc. Math. de France, t. XI, 1012. 
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R. Dans le premier cas, on a, en effet, 


M, 
5 < (Ma — Maine < [ ue 


My1 


ce qui est le terme général d’une série convergente. Le second cas se 
traite d’une manière analogue. 


8. Soient P1, P:,... P,... des nombres positifs quelconques, la série 
Zu, sera convergente si l’expression 


Log (Px Un ) 


I I I 
D paS ail 


Px 
devient définitivement inférieure à un nombre négatif fixe. 

Ce critère de première espèce, le plus général que l’on puisse for- 
mer, n’est qu’une autre forme de la règle précédente. 


9. Si #, est constamment décroissant, la condition lim nux = 0 est 
nécessaire pour que la série positive 2, soit convergente. 
R. On considère l'inégalité 


Un À Uni À ee, À Unts D Pulnts = (2 + f)un+s 


n +? 
et l’on applique le caractère général de convergence. 

10. Plus généralement, si la suite positive bu, Ho,.., ir ,.….est choisie 
de manière que #} : A soit non croissant et tende vers 0, la condition 


lim ne ns 7 


est nécessaire pour que la série positive Zw, soit convergente. 
R. En posant a, = #»: L l'expression proposée s'écrit 


= 0 


An 


è œ œ 
ln (a + Pt us + + tu + un ): 
1 2 


Ay—1 
elle s'obtient donc en multipliant les termes de 2, par des facteurs 
tous < 1 et qui tendent tous vers 0, d’où le théorème. 

S1 l’on fait ur = #2 puis tu» = 7» °n obtient les cas particuliers sui- 
vants : 


10 S'il existe un nombre positif p, indépendant de s, tel que #, : #2 soit 
non croissant, la condition lim ##, — 0 est encore nécessaire pour que 
la série soit convergente. 


29 Si xu, est non croissant, la condition, lim (# log #)#, — 0 est néces- 
saire pour que la série soit convergente (LAskER) (*). Généraliser. 


(*) Philos. Trans. London 196 A (1901) p. 460. 
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S 2. Séries numériques quelconques. 
Opérations sur les séries. 


36'7. Séries absolument convergentes. — Une série à termes réels 
ou complexes est absolument converg'ente si elle converge après 
qu’on à remplacé chaque terme par son module. 

Une série Zu, qui est absolument convergente, estconvergente. 

En effet, soit r, le module de u,; on a 


| Uni + Unte + + Un+p | ni ln ei El: 


Le caractère général de convergence (n° 359) étant vérifié 
pour la série Ër, , le second membre tend vers zéro pour n in- 
fini, donc le premier membre aussi, et le caractère général de 
convergence se vérifie pour ZUn. 

L'étude de la convergence absolue se ramène donc à celle de 
la convergence des séries positives. 

On a, en particulier, le théorème suivant : 

Une série Zu, est absolument convergente, si, pour n sufjisam- 
ment grand, ses termes deviennent égaux ou inférieurs en va- 
leur absolue aux termes de même rang d'une série positive con- 
verg'ente. 


368. Séries non absolument convergentes. — Lorsqu'une série réelle 
n'est pas absolument convergente, les termes positifs d'une part 
et les termes négatifs changés de signe d'autre part, forment 
séparément deux séries positives divergentes. 

Soient s, la somme des n premiers termes de la série, puis 
respectivement s! et —s, les sommes des termes positifs et des 
termes négatifs qui entrent dans s,, enfin o, la somme des 
valeurs absolues des termes de s, ; on à 


tie 1! Dur ( 
ART ee 2) ne PL LY 


Pourninfini,s. estfini ete, infini parhypothèse, donc (63 + sh) 
et, par conséquent, s, ets, sont infinis, ce qu'énonce le théo- 
rème. 


369. Addition des séries. — Soient s = Zu,et s' — vu, deux séries 
convergentes, la série S' — E(un + v,) obtenue par l'addition ou 
par la soustraction terme à terme des deux précédentes, sera 
convergente et aura pour somme S + S'. 
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En effet, soient s», S,, 


de chaque série ; on a s! = s,+s,, et, à la limite, $"—s + s'. 
REMARQUE I. — l'addition et la soustraction des deux séries 


s”' les sommes des n premiers termes 


s et s' peuvent aussi se faire par simple intercalalion des termes 
de s' entre ceux des, c’est-à-dire que 


SES =uU, +0, +uU, + 0, + Us +... 


En effet, la somme des n premiers termes de cette nouvelle 
série est s,' ous} + ux3, selon que n = 2k ou 2k + 1. Comme 
u:+, tend vers zéro, cette somme à donc même limite s” ques’. 

REMARQUE II. — Si les deux séries s ets! sont absolument 
convergentes, il en sera encore de même pour la série s + s' 
calculées par l’un des deux procédés précédents. 

En effet, soient o et s' les séries positives obtenues en rem- 
plaçant les termes de s et de s' par leurs modules, la série s + s! 
aura ses termes au plus égaux en valeur absolue à ceux de la 
série positive convergente s + 5". 


3'70. Changement de l'ordre des termes. — On peut changer l’or- 
dre des termes d’une série Êu, absolument convergente sans 
altérer la valeur de la série. 

Soit e un nombre positif aussi petit qu’on veut. Désignons 
par r, le module de u,. On peut, par hypothèse, supposer n 
assez grand pour qu’on ait, p restant arbitraire, 

Lai + Linge + o Tnip < €. 

Soit s, la somme des n premiers termes de la série rangés 
dans l’ordre primitif et s sa limite. D’autre part, sommons 
successivement les termes d’une autre manière quelconque. Il 
arrivera un moment où la somme 5s,, ainsi obtenue comprendra 
tous les u, d'indice < n, mais avec d’autres termes d'indices 


(n + a), (n +)... (n + p). On aura 
! 
| Sen | <ln+a +Ta+f+ + Llntp Tnt À lnte He lntp < €. 
Donc s,, finit par différer aussi peu qu’on veut de s, qui dif- 
fère lui-même aussi peu qu'on veut des, ets’, à pour limite s. 
Le théorème précédent subsiste si la sommation se fait en par- 
tag'eant les termes u,dans un nombre plus ou moins grand ou 
même illimité de séries partielles, que l’on ajoute successivement 
les unes aux autres. 
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Soient, en effet, S,, S,:,... Sx,..., les sommes de chacune des 
séries partielles. Celles-ci sont absolument convergentes. Pour le 
montrer, remplaçons par des zéros les termes de lasérie totale s 
quin’entrent pas dans S; . La série modifiée demeureabsolument 
convergente en vertu du théorème du n° 367. Comme on peut 
supprimer les termes nuls, elle se compose des mêmes termes 
que S, et, comme l’ordre des termes est indifférent, les deux 
séries sont équivalentes. 

Ceci posé, l'expression $s — $S, — $, — ... — $S; peut, par la 
règle d’intercalation des termes du n° précédent, se réduireàune 
seule série en u, qui sera absolument convergente en vertu de 
la remarque (II) du même numéro. L'ordre des termes étant 
arbitraire, on peut supprimer ceux qui se détruisent. On peut 
donc supposer k assez grand pour que cette expression ne con- 
tienne plus que des termes u d'indices > n. Donc, si n est 
choisi comme dans la démonstration précédente, le module de 
l'expression sera < e. Faisons tendre € vers zéro, on aura 


SE Se IS 


comme il fallait l’établir. 

Au contraire, la somme d’une série à termes réels non absolu- 
ment convergente dépend de l'ordre de ses termes. En modifiant 
cet ordre, on peut faire tendre la série vers le nombre que l’on 
veut, pourvu que les termes tendent vers 0 (RIEMANN). 

Formons deux séries, l’une avec les termes positifs et l’autre 
avec les termes négatifs de la série proposée. Supposons que 
ces séries (a) et (b) soient 


(a) & + à + 3 +. + ar + …, 
(b) — D, — D, — D, — DR se: 


Ces deux séries sont divergentes (n° 368) et a, ainsi que b, ont 
pour limite 0 quand n tend vers l’infini. 

Ceci posé, nous allons montrer qu’on peut intercaler les ter- 
mes négatifs entre les termes positifs de manière à former une 
série ayant pour somme un nombre quelconque, par exemple 
un nombre positif M. 

À cet effet, prenons dans la série positive le nombre de 
termesstrictement nécessaires pour que leur somme surpasse M, 
ajoutons ensuite des termes négatifs jusqu’à ce que la somme 
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soit ramenée au-dessous de M, puis des termes positifs jusqu’à 
ce que la somme surpasse de nouveau M, et ainsi de suite, sans 
jamais prendre plus de termes qu’il ne faut. On alterne ainsi 
indéfiniment les termes positifs et les termes négatifs, car les 
deux séries sont infinies, et, par conséquent, tous les termes des 
deux séries seront employés. Je dis que la nouvelle série (c) 
ainsi formée a pour somme M. 

En effet, considérons la différence s,, — M entre M et la 
somme des m premiers termes de la série (c). Cette différence 
change un nombre infini de fois de signe. Si elle est positive, 
elle est inférieure au dernier terme a, qui y entre, et si elle est 
négative, inférieure en valeur absolue au dernier terme b,. 
Donc cette différence tend vers zéro, car &, et b, tendent vers 
zéro quand le nombre des termes pris dans chacune des séries 
(a) ou (b) augmente infiniment. 


371. Multiplication des séries. — Si les deux séries s = Zu, et 
s' — Zu,, sont absolument converg'entes, la série Eu, u, qui con- 
tient tous les produits d’un terme de la première par un terme 
de la seconde rangés dans un ordre quelconque, est absolument 
converg'ente et a pour somme ss. 

Je dis d’abord que cette série est absolument convergente. 
En effet, soit Xr,r, la série obtenue en remplaçant les u par 
leurs modules r. Sommons les N premiers termes de cette nou- 
velle série et soit 4 le plus grand indice p ou q qui figure dans 
ces N termes. On aura 


AN > te ! 
Zrp l'q 4 2rp 2ros 
N 1 1 


car le second membre comprend tous les termes du premier et 
d'autres termes positifs en plus. 

Mais les facteurs du second membre restent finis, par hypo- 
thèse, quel que soit 1. Donc la somme du premier membre est 
bornée, et, comme elle augmente avec N, elle converge. Donc 
la série Zu, u, est absolument convergente, 

11 en résulte facilement qu’elle à pour somme ss'. En effet, on 
peut, en vertu du théorème du n° précédent, additionner ses ter- 
mes dans l’ordre que l’on veut. On peut donc additionner succes- 
sivement tous les termes des produits Sp Sn, PUIS Sn+: Se FOC: 
et on obtient ainsi comme limite ss' 
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II. Soient s — Zu, et s' — Zv, deux séries converg'entes à ter-- 
mes réels ou complexes, dont la première au moins soit absolu- 
ment convergente. Formons la série s' — Zw, dont le terme 
général, | 

Un == Uu 0, + Uno + se Un, 
renferme toutes les combinaisons de deux indices dont la somme 
est (n + 1). Cette série converge et a pour somme ss' (MERTENS). 

Désignons par r, le module de u, , la série Zr, sera conver- 
gente par hypothèse et aura une somme finie os. Soient respec- 
tivement s», Kb s} ets, les sommes des n premiers termes de 
chacune des séries (au), (v), (w) et (r). 

Considérons la différence sysh — sy. On peut la mettre sous 
la forme 

UoUn + Us (Un: ne Un) DE Un(V: sr an Un) 


= u (8,8) +0 (5) ee + un(e — 5!) 


Soit n — p + q une décomposition de n en deux parties. Nous 
pouvons partager la somme précédente en deux parties corres- 
pondantes, que nous écrirons chacune sur une ligne : 


Us (Sn — Sn) + Us (Sn — Sn-s) +,  Upa (Sn — 89) 
+ Up+se (Sn — 5) + Me Un (Sa — si). 


On peut supposer q assez grand pour que toutes les paren- 
thèses de la première ligne aient leurs modules moindres qu’un 
nombre donné e si petit qu’il soit. Alors la somme de la première 
ligne a son module moindre que 


Cette somme est donc aussi petite qu’on veut avec €. 

Les parenthèses de la seconde ligne ont leurs modules moin- 
dres qu’un nombre fixe A, car la série (v) est convergente. La 
somme de la seconde ligne à donc son module moindre que 


À (Tp+e + lpts He + pa) < À (sp+9 — Sp). 
Cette somme a donc pour limite zéro quand p tend vers l'infini. 
En résumé, la différence sySn — s, se compose de deux par- 
ties qui ont pour limite zéro quand p et q tendent vers l'infini. 
Comme on peut faire tendre p et q vers l'infini avec n, il vient 
donc 


L (A L2 ! ! 
LIN LIINIS NS 1108 
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REMARQUE. — Le théorème précédent ne subsiste pas en géné- 
“al quand les deux séries Eu, et Zv, ne sont pas absolument 
convergentes. Toutefois, si la série Êw, converge, elle a encore 
pour somme le produit des deux précédentes, comme on le mon- 
trera plus loïn (n° 393). 


3'72. Théorème sur les séries alternées. — Une série s = à, — à, + 
43 — .. qui est alternée, c’est-à-dire dont les termes sont réels et 
alternativement positifs et négatifs, converge si ces termes vont 
constamment en décroissant en valeur absolue et ont pour limite 
zéro. Le reste de la série est de même sig'ne et moindre en valeur 
absolue que le premier terme négligé. 

On à, en effet, 


Son 7 (di — >) + (as — à) + + (tons — un). 
Sont = Qi — (as — A3) — ... — (ain — dont). 

Toutes les différences entre parenthèses sont positives. Donc 
Sen est une somme positive croissante et S,,+1, qui est égale à 
Son + Aon+1, Une Somme positive décroissante. Leur différence 
tend vers zéro. Donc elles tendent toutes deux vers une même 
limite, intermédiaire entre {es sommes paires et les sommes 
impaires. Appliquons cette conclusion à la série 


Ra= + [n+ 1 — An+e + Anis + _ ; 


on voit que R, à le signe de son premier terme et est moindre 
que lui en valeur absolue. 


3'73. Théorème d’Abel, — Soients —u, +u, +...+un+...une 
série converg'ente à termes réels ou complexes, s, la somme de 
ses n premiers termes, et $ la borne supérieure de | s, | . Soient 
ensuite à, %,... 4n,.. une Suite de quantité positives non Crois- 
santes, ayant par conséquent une limite «, la série 


S'—= Œlly + Qollo + 50. + An Un Fe 
converge vers une somme 6 de module moindre que Sa:. 
Soit s, la somme des n premiers termes de cette dernière 
série. On 4, puisque Un = Sn — Sn; 
On = S3 di + (Se — 81) do +. + (Sn — Sn) an 
et on en tire 


On — Sn An = S1 (ai — Qo) + So (te — A3) + ee + Sn (Un-1 — An). 
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Quand n tend vers l'infini, le second membre de cette équa- 
tion a une limite finie et déterminée, car la série qui a pour 
terme général Sy; (än-1 — 4») est absolument convergente. 
Celle-ci a, en effet, son terme général de module moindre que 
celui de la série positive convergente 


St —@s)+S(to—ds) +. = St — 22) + (to — 23) +...]=S (a —4). 


Donc 5 — Sn an à une limite déterminée et le module de cette 


limite sera < $S (a, — x). 
Comme, d'autre part, Shan tend vers s4œ, os, tend vers une 
limite déterminée s et l’on a 


[so <|sal + Sa — ax) < Sa + $S (a; — x) = Sa. 


REMARQUE I. — La convergence de la série (5) subsiste même 
quand Zu, diverge, pourvu : 1° que | 8, | ait encore une borne 
supérieure finie $ ; 2° que «, ait pour limite 0. 

En effet, la différence 5, — s,a, à une limite finie et déter- 
minée comme dans le cas précédent. Ensuite | syan | qui est 
< San à pour limite 0 (même si s, ne converge pas). Donc o, à 
une limite déterminée o. 

REMARQUE II. — La convergence de la série (s) subsiste encore 
quand les quantités «,, &,,... 4 Sont croissantes et bornées, mais 
seulement si la série Zu, converge. 

En effet, soit à la limite (nécessairement existante) de «, ; la 
série (s) est alors la différence des deux séries convergentes 
ci-dessous, la seconde convergente en vertu du théorème d’Abel 
puisque « — «4, est décroissant : 


QU, + aus + + QU + …, 
(a—a)u, +(a—a)u, +... + (a — an) Un + .… 


EXERCICES. 
1. Si les coefficients 4, sont non croissants et tendent vers 0 quand * 
tend vers l'infini, les séries 


do + 41 COS # + a cos 2x +... + 4, cos nx + …. 
b, sin + + b: sin 24 + .. b, sin nx + … 


sont convergentes (sauf la première si x — 247). 
R. Conséquence du théorème d’Abel. 
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2. Soit M, M2, M7... une suite positive constamment croissante 
jusqu’à l'infini ; si la série 24, converge, on a (KRONECKER) 


lue TE Ë, Mr COR 


R. Démonstration analogue à celle du théorème d’Abel. 


3, Si, pour # —, les deux expressions : 
1 # I 
— 2 Aux, Oo ne Dm) À 
NO k=A n 


ont des limites finies, la série Êw, est convergente. Alors la limite de 
la première expression ne peut être que 0 (Exercice précédent). 

R. On remarque que 5, est, à un facteur près qui tend vers l’unité, 
la somme des deux expressions considérées. 

4. Généralisation du théorème d’Abel. — Soit «1, 42,... an … une suite de 
quantités positives et bornées ; quand la série Zur est convergente, la 
série Zanun l’est encore s’il existe une suite de quantités positives 
Li, Use. Un … jouissant des deux propriétés suivantes : 1° l'expression 


Bitte, 
En 
garde une valeur finie et 20 l'expression 


pre Hi Gi + Mo Go + + nan 
Ba + be +. + hn 


varie constamment dans le même sens (ou est constante) quand »# aug- 
mente (LA MAESTRA). 
R. Soit M4 = + ue +... + u; on a identiquement 


n—1 
Sur 3 M4 re | 
m3 Met bn 


ce qui prouve, eu égard à 1°, que la somme 
u Uz 
SM: ( Laden #1) 
Be Hat] 


garde toujours une valeur finie. D’autre part, on a aussi 


Ëa PE 5 Ma( -#h) Lu 
HUB fi TS Br ++ n Bn . 
Par conséquent, fi en la limite existante . Bn, 
1—1 
Sax un — Sur — Ë M2 RE Mn (En— 8). 
Le BR+1 


Quand x tend vers l'infini, le premier terme du second membre 
converge (théorème d’Abel) et le second tend vers zéro. Donc Zan#n 
converge. En même temps, on a établi la transformation : 


$ À ann = 8 $ Un + 5 : Mr ( se) (Br — 8). 


inner 
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5. Soit &1, &,... 4n,. une suite de quantités positives et bornées 
dont chacune est inférieure (ou supérieure) à la moyenne arithmétique 
des précédentes ; si la série Zw» converge, la série Yanun converge 
aussi, à condition que ##n soit borné (LA MAESTRA). 

R. Cas particulier du théorème précédent : On fait les 1 égaux à 
l'unité ; fn est la moyenne arithmétique de 4, 4... an et l’on a 


CO OO be] 
an Un = g2 un + E n(un— un+1) (Bn — B). 
1 


Le théorème précédent subsiste quand 2w: n’est pas convergent mais 
seulement borné, à condition que a» tende vers 0, auquel cas 8 =, 


S 8. Séries de fonctions. 


374. Convergence uniforme. — Considérons d’abord une série 

réelle, 
SAUCE ee Un tasse — Snet Un 

dont les termes sont des fonctions d’une variable réelle x. Si 
la série converge pour toutes les valeurs de x dans l’intervalle 
(a, b), la somme s de la série sera une fonction de x. 

Soit e un nombre positif donné, aussi petit que l’on veut. Pour 
chaque valeur déterminée de x, la condition 


(1) | Rx SU 


se vérifie pour tous les indices n supérieurs à un nombre fixe 
N, car cette condition sert de définition à s. Mais, si on laisse x 
variable, il peut se faire que N dépende nécessairement de x. 

Si, quelque petit que soit e, la condition (1) se vérifie pour 
tous les indices n supérieurs à un nombre N indépendant de x 
et pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle (a, b), on dit que 
la série converg'e uniformément dans cet intervalle. 

Dans le eas des séries positives, la condition se simplifie. La 
convergence sera uniforme si la condition (1) a lieu pour une 
valeur de n indépendante de x, ne fut-ce qu’une seule. En effet, 
la condition sera vérifiée a fortiori pour les indices plus grands. 

La définition de la convergence uniforme s’étend d'elle-même 
au cas où les termes de la série sont des fonctions de plusieurs 
variables x, 7... Si l’on peut attribuer à ces variables une infi- 
nité de systèmes de valeurs, la convergence sera uniforme si 
la condition (1) se vérifie pour tous ces systèmes, quand l'indice 
n est supérieur à un nombre N indépendant des variables. Il 


29 
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suffira d’ailleurs qu’elle ait lieu pour une seule valeur de l'indice 
n indépendante des variables si la série est positive. 

Enfin les termes de la série peuvent aussi être fonctions d’une 
variable complexe z et nous entendons par là que ces termes 
sont déterminés pour chaque valeur de 3. Quand la série con- 
verge pour des valeurs de z en nombre infini, par exemple pour 
toutes les valeurs comprises dans un cercle, la convergence 
sera uniforme pour cet ensemble de valeurs, si la condition (1) 
a lieu pour toutes ces valeurs quand n surpasse un nombre N 
indépendant de 3. 


3"75. Exemples de séries à convergence non uniforme. — On peut 
former facilement des séries qui convergent pour toutes les 
valeurs de x dans un certain intervalle, mais non uniformément. 
En voici deux exemples remarquables : 

I. Considérons d’abord la progression géométrique de raison 
(i— x) 

= X+X(I—-X)+X(i— x) +... + x (r — x) + … 

Cette progression converge pour toutes les valeurs de x dans 
l’intervalle (0, 1). Si x est > 0, la raison est plus petite que r et 
la progression a pour somme l’unité. Si x = 0, tous les termes 
sont nuls et la somme aussi. Donc s est une fonction disconti- 
nue de x, qui passe de 0 à r quand x passe de 0 à une valeur 
positive si petit qu’elle soit. | 

Cette série n’est pas uniformément convergente. 

En effet, pour les valeurs positives de x, on à 


Rh= x x[r + —x) + — x) + ..]—(1—x)"; 


et, si n est constant, 


æ=—=0 


Il est donc impossible de satisfaire à la condition R,;,<e<1 
par une valeur de nr indépendante de x. 
IT. Considérons, en second lieu, la série 
œ 
s = EL x [n°e-"£ — (n — 1} el], 
== 


On a, pour toute valeur positive de x, 


9 


22 


n 
= 20— LR : 
SH UIl en ie d’où s=xlim-s = 0, 
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car une exponentielle est infiniment grande par rapport à une 
puissance. 

Pour x —0,onas, —=0ets = 0. 

Donc la série converge et l’on a s — 0 pour toute valeur nulle 
ou positive de x. Maïs cette série ne converge pas uniformé- 
ment. En effet, 


Rn=sS—s—xT ets, 


S1 l’on pose x = r : n, et qu’on fasse tendre n vers l'infini, 
x tend vers 0 et le reste, pris en valeur absolue, 


n 
[Ra [= 


augmente indéfiniment avec n. Donc la convergence n’est pas 
uniforme dans un intervalle comprenant le point 0. 


83'76. Critère de convergence uniforme. — Une série de fonctions 
réelles ou complexes est uniformément converg'ente si les mo- 
dules de ses termes ne surpassent pas les termes de même rang 
d’une série converg'ente à termes constants et positifs. 

Il est clair que, dans ce cas, le reste de la série de fonctions 
est de module moindre que le reste de la série à termes con- 
stants. Le reste R, de la série de constantes peut être supposé 
< € en donnant à n une valeur convenable. Donc, en prenant 
ce nombre n de termes ou davantage dans la série de fonctions, 
le reste de cette série sera également de module < &. Donc la 


série converge uniformément. 


3'/'/. Continuité des séries uniformément convergentes. — I. Si les 
termes d’une série uniformément converg'ente sont des fonctions 
continues d'une ou plusieurs variables réelles ou complexes dans 
un domaine déterminé, la somme de la série est une foncüon 
continue dans ce domaine. 

Posons s — s, + R, et désignons par As, As, et AR, les ac- 
croissements de ces trois quantités pour un système déterminé 
d’accroissements de la ou des variables. On à 


As = Asn + AR: = ÀSy + (Ra + AR» ) — Rh. 


Nous allons montrer que les trois termes &Gans lesquels on & 
décomposé As peuvent être suppcsés aussi petits qu’on veut avec 
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les accroissements des variables. En effet, la convergence étant 
uniforme, on peut prendre n assez grand pour que les deux 
restes | R, | et | R;,+ AR, | soient plus petits qu'un nombre 
positif e donné d’avance si petit qu’il soit, quels que soient les 
accroissements des variables. Cela fait, s,, qui est la somme 
d’un nombre limité de fonctions continues, est une fonction 
continue, Donc on peut rendre sa variation absolue < € en ren- 
dant les accroissements des variables suffisamment petits. Donc 
la variation | As | sera < 3e, quantité arbitrairement petite, 
Donc s est une fonction continue. 

Quand la convergence n’est pas uniforme, la continuité de la 
somme n’est pas une conséquence de celle des termes de la 
série. Nous en avons vu la preuve au n° 375 par l’exemple de la 
série ZX (1 — x)”. 

La réciproque n'est vraie que pour les séries réelles et 
positives : 

IT. Lorsqu'une série de fonctions continues et positives ne 
converg'e pas uniformément, la somme de la série est discontinue 
dans le domaine considéré. 

Considérons, pour fixer les idées, des fonctions positives 
d’une seule variable + dans un intervalle (a, b) et commençons 
par une remarque préliminaire. 

Supposons que l’intervalle (a, b) soit partagé en deux parties. 
Si, e étant donné, la condition R, < € se réalise pour une valeur 
n' de n indépendante de x dans la première partie, et aussi pour 
une valeur n'' de n indépendante de x dans la seconde partie, 
elle se réalise dans l’intervalle entier pour la plus grande des 
deux valeurs n'et n'', car, les termes étant positifs, R, décroît 
quand l'indice augmente. 

Ceci posé, si la convergence de la série positive n’est pas 
uniforme dans l'intervalle (a, b), il existe un nombre positif € 
tel que la condition R,, < € soit irréalisable dans cet intervalle 
pour une valeur de n indépendante de x. Cette condition res- 
tera irréalisable, en vertu de la remarque précédente, dans l’un 
des deux intervalles moitiés, puis dans l’un des intervalles moi- 
tiés de celui-là, et ainsi de suite. Cette suite illimitée d’inter- 
valles où la condition est irréalisable, chacun intérieur à tous 
les précédents et dont les amplitudes tendent vers zéro, con- 
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verge, par conséquent, vers un point & de l'intervalle (a, b). Ce 
point 6, compris dans tous les intervalles précédents, appartient 
donc à un intervalle aussi petit qu’on veut où la condition R, 
< € est irréalisable pour une valeur de n indépendante de x. — 
Je dis que la somme s de la série est discontinue au point Ë et 
que Jl’oscillation de s en ce point surpasses. 

En effet, on à s = sh + R,, done, s, étant continu au point 6, 
l’oscillation de s en ce point est la même que celle de R, quel 
que soit n. Mais pour n assez grand, R, est aussi petit qu'on 
veut au point & et surpasse toujours € dans son voisinage immé- 
diat. Donc l’oscillation de R,, (ou de s) est au moins égal à &. 

Ces théorèmes conduisent à la conclusion suivante : 

III. La condition nécessaire et sufjisante pour qu'une série 
de fonctions continues et positives ait une somme continue, est 
que la convergence soit uniforme. 


378. Intégration des séries réelles uniformément convergentes. — Si 
les termes d'une série réelle, uniformément converg'ente, sont 
des fonctions continues d'une variable réelle x dans l'intervalle 
(a, b), l'intégrale de la série dans cet intervalle peut s’obtenir, 
par décomposition, en intégrant chaque terme de la série. 

D'autre part, si, au lieu d'intégrer dans l'intervalle (a, b), on 
intègre dans une portion variable (a, x) de cet intervalle, la série 
intégrale sera encore uniformément convergente dans l'inter- 
valle (a, b). 

Considérons, en effet, la série 


S=U +u +... +un+... = Sn +R; 
on aura, $S et R, étant continus (n° 377) et, par suite, intégrables, 
b b b 
[ $ dx == [ Sn dX +| R, dx, 
a (42 a 
Faisons tendre n vers l'infini ; la convergence étant uniforme, 
| R: | devient inférieur à tout nombre positif e, si petit qu'il 
soit, quand n tend vers l'infini, auquel cas on a 


b 
[ RTS 
a 


Cette intégrale tend donc vers zéro quand n tend vers l’infini, 
I vient ainsi 


< e(b — a). 
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b b b d 
[sd — im (side — [a xd+ fut. | 
a (44 


N= © a a 
Pour démontrer la seconde partie du théorème, on remarque 
que l’on peut remplacer dans cette relation b par une valeur x 
quelconque de l'intervalle (a, b). Alors le reste de la série inté- 
grale a pour valeur absolue 


[ "Rndx | DER) 
(4 


ce qui prouve que la convergence de la série intégrale est uni- 
forme. 

SÉRIES POSITIVES. — Une série de fonctions continues et posi- 
tives dont la somme est continue, converg'eant uniformément 
(n° 377, 111), peut toujours être intégrée terme à terme. 

REMARQUE. — Quand la convergence n’est pas uniforme, l’in- 
tégration terme à terme n’est plus toujours légitime. Nous 
allons le montrer par un exemple. 

Reprenons la série, considérée précédemment (n° 375), 


S— 2DX|[n enr nt) CAN AIERE 0 


dans laquelle x est nul ou positif. On à évidemment 


4 
[s dx —0. 


O0 
Mais l'intégration terme à terme conduit à un résultat diffé- 
g 


rent du précédent. On a, en effet, 
Sn VIT CE 


Si l’on intègre terme à terme, on trouve 


4 4 


lim! s, dx — nu | 


co ; 
nx ee"? ndx =|| TERRE 
n—=X%/0 [0] 


(0) 


tandis que l'intégrale de s est nulle. 


379. Dérivation des séries réelles, — Si les termes d’une série 
réelle convergente sont des fonctions d’une variable réelle x 
ayant des dérivées continues, et si la série de ces dérivées con- 
verge uniformément dans un intervalle (a, b), la somme de la 
série des dérivées est la dérivée de la somme de la série primitive. 

Soient, en effet, s — Zu, la série primitive et s — Êu,, la série 
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dérivée, dont la somme est fonction continue de x (n° 377). 
Faisons varier x de a à b, on aura, en vertu du théorème pré- 
cédent, 


æ x | 
[ os dX — | u,,dx = [un — (Un )a IF 
a 


a 


l'indice a signifiant qu’il faut faire x — a dans la fonction entre 
parenthèses. Comme la série primitive converge par hypothèse, 
le résultat précédent peut se mettre sous la forme 


fe dx = DT E(U» Va STE (S)a ? 


(42 


et, en égalant les dérivées de deux membres par rapport à x, 
s étant continue, on trouve os — s comme le veut le théorème. 

Ce théorème et ceux des trois n° précédents sont les cas 
particuliers élémentaires de théorèmes beaucoup plus généraux, 
qui vont être exposés dans le petit texte qui suit : 


380. Convergence uniforme à moins de € près en un point. — Consi- 
dérons une série réelle 2» dont les termes sont des fonctions de x 
dans un intervalle (4, b) ; nous donnerons la définition suivante : 


La série converge uniformément à moins de e près en un point & de l'inter- 
valle (a, b), st, le nombre positif e étant donné, on peut lui faire correshondre 
un indice n aussi grand qu'on veut et un nombre positif à, tels que l’on ait 


| Ru | < € 
pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle (ë — à, £ + 6), 


THÉORÈME I. — S5 les termes d’une série convergente Êux sont des fonctions 
continues au point &, et si la série converge uniformément à moins de € près en 
ce point, l'oscillation au point & de la somme s de la série est <° 22. — Au 
contraire, si la série ne converge pas uniformément à moins de = près au point &, 
l'oscillation de s au point € est au moins égale à 2. 


On a, en effet, 5 = 5n + Rn. Comme 5» est continue au point 6, l’os- 
cillation de s en ce point est la même que celle de Rh quel que soit n. 
I] suffit d'examiner celle-ci. 


Si la série converge uniformément à moins des près, | Rn | devient 
inférieur à e dans tout l'intervalle (£ — à, £ +) pour certaines valeurs 
de #, auquel cas l’oscillation de Rx au point & est < 26. 


Si la série ne converge pas uniformément à moins dee près, | Rn | 
surpasse toujours € dans le voisinage immédiat de 4, tandis qu’il tend 
vers 0 au point £ quand # augmente indéfiniment, donc l’oscillation 
de Rn au point & est au moins égale à &. 


De là découle immédiatement le théorème suivant : 
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THÉORÉME II. — Lorsque les termes d'une série sont des fonctions conti- 
nues de x au point &, la condition nécessaire et suffisante pour que la somme 
de la série soit aussi continue en ce point, est que la convergence soit uni- 
forme à moins de € près en ce point, quelque petit que soit e. 


La définition et les théorèmes précédents s'étendent d'eux-mêmes 
aux fonctions de plusieurs variables réelles ou complexes et nous ne 
nous arrêterons pas davantage à cette généralisation. 


38 1. Convergence quasi-uniforme. Continuité des séries. — Considé- 
rons encore une série réelle dont les termes sont fonctions de x dans 
un intervalle (4, b). Nous dirons (BorEeL) que la convergence de la séric 
est quasi-uniforme dans l'intervalle (a, b), si à tout système de deux nombres 
positifs e et p le premier aussi petit, le second aussi grand qu'on veut, on peut 
faire correspondre un nombre q > p lel que la condition 


| Rn | <e 


puisse se réaliser pour une valeur de n, variable avec celle de x dans l'inter- 
valle (a, b), mais toujours comprise entre les deux nombres fixes p et q. 


Pour les séries à termes positifs, la convergence uniforme se con- 
fond évidemment avec la convergence quasi-uniforme, car, si les con- 
ditions précédentes sont vérifiées, Rx, qui décroît quand # augmente, 
sera < € quel que soit x si n est > g. 


THÉORÈME. — Si, quelque petit que soit =, une série Dun converge uni- 
Jformément à moins de € près en chaque point de l'intervalle (a, b), la conver- 
gence sera quast-uniforme dans l'intervalle (a, b). 


En eftet, supposons, par impossible, que la convergence ne soit pas 
quasi-uniforme dans l'intervalle (a, b). Nous pouvons assigner deux 
nombres s et p tels que la condition | Rx | < € soit impossible pour 
n > p et borné quand x varie dans l'intervalle (a, b). Partageons cet inter- 
valle en deux autres, cette impossibilité subsistera dans un des deux 
intervalles moitiés du précédent, puis dans la moitié de cette moitié, 
et ainsi de suite indéfiniment. Nous formerons ainsi une infinité d’in- 
tervalles indéfiniment décroissants, chacun intérieur à tous les précé- 
dents et tendant vers un point € de l'intervalle (a, b). Ce point & tom- 
berait donc dans un intervalle aussi petit qu’on veut où l’on ne pourrait 
avoir | Rx | < € pour # > p et borné. Cette conclusion est contraire 
à l'hypothèse que la série converge uniformément à moins de € près 
au point Ë. 


COROLLAIRE. — En comparant le théorème précédent au théorème IT 
du n° 380, on en conclut immédiatement le suivant : Une série de fonc- 
tions continues dont la somme est une fonction continue de x dans un inter- 
valle (a, b), converge quasi-uniformément dans cet intervalle. 


La réciproque est vraie : 


Une série de fonctions continues de x qui converge quasi-uniformément dans 
un intervalle (a, b), a pour somme une fonction continue de x, 
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En effet, soit £ un point de l'intervalle ; montrons que la série est 
continue en ce point. 


Prenons d’abord l'indice p assez grand pour que l'on ait, au point 
déterminé ë, 
| Rnté) | <e, sin > p. 


Soit g le nombre qui correspond au système & et p ; on aura, pour 
une valeur de # comprise entre p et g, mais qui dépend de x, 


Ra (x) ne 


On aura donc (# dépendant toujours de x) 
s (2) — $ (E) = À Lun (4) — ue (D) + Ra (#) — Ra () 
et a fortiori, puisque # est < get | Rx | <e, 
| (2) —s(E) 1 <È | (a) — un (E 1 + 2e. 


Quand x tend vers Ë, la somme des q termes x (x) — ux (€) tend vers 
zéro, donc la limite du premier membre est < 2e. Elle est donc nulle, 
puisque € est arbitraire, donc s est continue au point £. 


De là le théorème suivant de M. ARZELA : 


THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de 
fonchons continues soit elle-même continue dans un intervalle (a, b), est que la 
convergence de la série soit quasi-uniforme dans cet intervalle. 


‘ Encore une fois, les définitions et les théorèmes qui précèdent 
s'étendent facilement aux séries dont les termes sont des HR de 
plusieurs variables réelles ou complexes. 


382. Intégration et dérivation des séries réelles. — Soit Zur une sé- 
rie convergente de fonctions de x bornées et mesurables. Si les sommes 
SUCCESSIVES S1, S2,... Sn, Sont aussi bornées dans leur ensemble, on 
a, comme on le sait, avec l'intégrale de Lebesgue, (n° 250, I), 


6 b b 
sde =tim [sde | a de + [a de + 


et la série peut être intégrée terme à terme. 


Remarquons que, si les sommes 5» (et, par suite, s) sont bornées 
dans leur ensemble, les restes R; le sont aussi, et réciproquement. On 
a donc le théorème suivant : 


THÉORÈME I. — Une série convergente de fonctions bornées et mesurables 
dans un intervalle (a, b) peut être intégrée (L) terme à terme comme un poly- 
nome si le reste Rn de la série est borné quels que sotent n et x. 


Le théorème précédent se généralise en remplaçant le théorème de 
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M. Lebesgue par le théorème II du n° 250 qui est plus général. On 
obtient ainsi l’énoncé suivant : 


THÉORÈME II. — Une série convergente de fonchions sommables peut étre 
intégrée (L) terme à terme dans un intervalle (a, b), Si Sn, ou (ce qui revient 
au même) si Rn est, quel que soit n, de module inférieur à une fonction 
positive sommable o(x). 


Ces théorèmes subsistent si l'intégration se fait, non dans un inter- 
valle, mais sur un ensemble mesurable. 


Ces théorèmes fournissent des théorèmes réciproques relatifs à la 
dérivation des séries. Nous énoncerons seulement le réciproque du 
premier. 


THÉORÈME III. — Soit Dun une série de fonctions continues et dérivables, 
convergente dans un intervalle (a, b) ; on pourra la dériver terme à terme en 
un point x, si la série dérivée Ÿu,, converge et a son reste RA borné dans un 
intervalle (x — 0, x + Ô) si petit qu'il soit : et st, de plus, la somme de cette 
séyie est continue au point x. 


Quandles dérivéesw, sont continues au point x, il faudra, pour que 
cette dernière condition soit réalisée, que la série dérivée converge 
uniformément au point # à moins de € près quelque petit que soit € 
(no 380, IT). 


Ce théorème s'établit par la même voie que celui du n° 370. 


CAS DES SÉRIES POSITIVES. — Si la somme d’une série positive est 
bornée, le reste Rx l’est a fortiori. Donc une série de fonctions positives 
et intégrables (L.) qui a une somme bornée dans un intervalle (a, b), peut 
toujours être intégrée (L.) terme à terme. 


Plus généralement, en vertu du théorème III du n° 250 : Une série 
de fonctions positives sommables peut toujours être intégrée (L) terme à terme, 
seulement, si la somme de la série n’est pas sommable, son intégrale est infinie. 


S 4. Séries potentielles. 


383. Definition. — Les séries potentielles sont celles qui sont 
ordonnées suivant les puissances entières et positives d’une 
variable réelle ou complexe (z — a). Elles sont de la forme 


do + 8(2 — à) + az — a} +... +a,(z — a) + … 
En posant 3 — a — *x, elles prennent la forme 
(1) d + &X + ax? +... + anxt +... — Lan x. 


C’est sous cette forme que nous allons les étudier. Ces series 
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oo, oo 


jouissent de propriétés qui leur sont propres et elles ont une 
importance exceptionnelle. 

Dans les démonstrations suivantes, nous désignerons en géné- 
ral par r le module de x et par &, &,,... a, Ceux de &, &,,... An. 


384. Cercle de convergence. — Considérons la suite des quantités : 


Pi — X Po — Vas, LS rar ANGES 
Trois cas peuvent se présenter : 
1° Si pr à pour limite zéro pour n infini, la série positive 
Zur = La, r” converge pour toute valeur positive de r en vertu 
du critère de première espèce de Cauchy (n° 364), car on a, quel 
que soitr, 
LnVu, = dimoVx,rt — lim pur 0: 


Donc la série Za, x’! est absolument converg'ente pour toute 
valeur réelle ou complexe de x. On dit, dans ce cas, que la sé- 
rie (1) est une fonction entière de x. 

2° Si ph peut surpasser tout nombre assignable, la série 
Za, x" diverge pour toute valeur de x autre que zéro, car le 
module, (b,r)*, de son terme général n’a pas pour limite zéro. 

3° Quand aucune de ces deux hypothèses ne se présente, o, a 
une plus grande limite (n° 15) finie et positive L, c’est-à-dire 
que ph devient définitivement inférieur à L +eet ne devient 
jamais définitivement inférieur à L — e quel que petit que soit 
le nombre positif e. Posons L — 1 : KR ; je dis que la série positive 
Zu — Za,r” converge si r est < R et diverge si r est > R. 


En effet, si r est < KR, on peut poser r — d’où 


Van = par = DE. 


EVER 
Mec 


Cette expression devenant définitivementinférieure à un nom- 
bre fixe < 1, la série converge en vertu du critère de Cauchy. 


I : 
—, d’où 


Au contraire, sir > R, on ar — rs 


Cette expression ne devenant jamais définitivement < I, ü» 
n’a pas pour limite O. 
Donc la série £a, x, est absolument convergente pour toute 
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valeur réelle ou complexe de x dont le module est < R et elle 
diverge pour toute valeur dont le module est > R (le terme 
général n'ayant pas pour limite zéro). 

Le cercle de rayon R décrit autour de l’origine s'appelle le 
cercle de convergence : la série Za, x” est absolument conver- 
gente à l’intérieur et divergente à l’extérieur. Sur la circonfé- 
rence elle-même, il y à doute ; la série converge ou diverge 
suivant le cas. 

D’après ce qui précède, le rayon du cercle de convergence est 
l'inverse de la plus grande limite de “\Va,. Donc, en particulier, 
si "Var a une limite, cette limite est l'inverse du rayon de con- 
verg'ence. 

REMARQUE. — Le rayon de convergence est aussi égal à la li- 
mile, quand elle existe, du rapport an: an41. En effet, soit R 
cette limite ; le critère de seconde espèce de Cauchy s'applique 
alors à la série Zu, = Za,r”, il vient 


nu Onde DT 
Hole Tiers 


donc la série converge ou diverge selon que r < ou > K. 


385. Théorème, — Une série potentielle converge uniformé- 
ment dans tout cercle de rayon p < R décrit autour de l’origine, 
el elle a, par conséquent, pour somme une fonction continue de 
x dans ce cercle. 

En effet, la série à termes constants et positifs Lo,p" est 
convergente par hypothèse, puisque p < R. Les modules des 
termes de la série 2a,x”° ne peuvent surpasser les termes cor- 
respondants de la série précédente dans le cercle de rayon p. 
Donc cette série converge uniformément (n° 376). 


386. Fonctions analytiques. — A l’intérieur du cercle de conver- 
gence, une série potentielle définit donc une fonction de la 
variable complexe x. Les fonctions qui peuvent être ainsi défi- 
nies par des séries potentielles, portent le nom de fonctions 
analytiques. Ce sont les plus importantes, mais leur étude ne 
sera pas approfondie dans ce cours. 

La dérivée f'(x) d’une fonction analytique f(x) est, par défi- 
tion, la limite du quotient 


fCx) +R) — f(x) 
k 
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quand À tend vers zéro par une suite de valeurs réelles ou com- 
plexes quelconques. Le théorème suivant prouve l'existence 
de la dérivée pour toute fonction analytique : 


38'7. Théorème. — Soit f(x) — Ÿa,x" une série convergente 
dans un cercle de rayon KR ; la série dérivée Ena,x"-! sera 
converg'ente dans le même cercle que la première et aura pour 
somme f'(x). 

Soit x un point quelconque situé dans le cercle de conver- 
gence. Considérons la série convergente à termes positifs 


F(r) = Zanr. 


Donnons à r un accroissement positif à, assez petit pour que 
r + 0 soit encore < R. La série F(r +) sera encore conver- 
gente et l’on aura 


F(r +è)—F(r) Su (r + 0)" — rn 
Û ON 7e ONE 


(1) — 20} nr ar: en) drn—2 + af 


Donnons à x un accroissement variable À, réel ou complexe, 
et formons l’expression, analogue à la précédente, 
f(x ++ h) — f(x) (x + h}t— x 
h “hi 
(2) —) 4» nat + D) hx2 + _ : 


La comparaison des séries (1) et (2) montre immédiatement 
que, si | À | est < Ô, tous les termes de la série (2) ont leurs 
modules moindres que les termes de la série (1) qui sont con- 
stants et positifs. Donc, si h tend vers zéro, la série (2) con- 
verge uniformément (n° 376) et est fonction continue de À (n°377). 
Sa limite pour À = 0 se confond avec sa valeur pour À = 0. En 
faisant tendre À vers zéro, l’équation (2) donne donc, à la limite, 


TONNES 0 ee 


388. Théorème d’Abel. — Si la série Ya, x” converge pour une 
valeur réelle x, de x, elle converge uniformément dans l’inter- 
valle (0, x,) et elle a pour somme une fonction continue de x 
dans cet intervalle. 
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Le reste R, n’est autre chose que la série 

La série proposée étant convergente pour x = x, par hypo- 
thèse, à tout nombre positif e donné, si petit qu’il soit, corres- 
pond un entier N assez grand pour que la condition 


| An Xi + Ant Xl .. +anipX, TP | <E 


ait lieu, quel que soit p, pourvu que n soit > N. 
D'autre part, si l’on a soit 0 Z x € x,, soit x, < x <LO0, la suite 


Er. ER 
Xe <: ne £ 


est positive, stationnaire ou décroissante. Donc la série 


DCE ; x \n+1 
an X1” . + Ant 1%177 Fra + = a, XF a XI 
À; 


XU\E LR 
converge (n° 373) et sa somme est < € es et a fortiori < 3. 
on | 


On a donc | R, | < €, quel que soit x, et la série proposée 
converge uniformément dans l'intervalle (0, x;). 


389. Sur l'emploi du théorème précédent. — Le théorème d’Abel 
sert le plus souvent à étendre aux points de la circonférence 
du cercle de convergence des relations établies dans l’intérieur 
seulement de ce cercle. 

Supposons qu'on ait, dans l’intérieur du cercle, 

(Ra 508 
et que f(x) soit continue en un point X de la circonférence. La 
relation précédente subsistera au point X, pourvu que la série. 
converge en ce point. 

Soit, en effet, r une variable réelle comprise entre 0 et x ; on 
a, par hypothèse, 

f(rX) = (an EXT) ve . 
Faisons tendre r vers l’unité ; on aura, en vertu du théorème 


d’Abel, 
[(X) = Za, X". 


390. Application à la multiplication des séries, — Considérons 
deux séries convergentes à termes réels ou complexes : 


Sn Ur, s'= LU. 
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Formons la série s'!' — Zw, , dont le terme général est 


Wn = Un + UoUn—i +. + Un Vi. 
THÉORÈME. — Si la série Ëw converge, elle a pour somme ss. 
En effet, les deux séries : 
p(x) = Eunx”, bé) = 20, x, 
sont convergentes pour x = 1. Donc leur rayon de convergence 
est au moins égal à r et elles sont absolument convergentes si 
| x | est < 1. On a donc, sans difficulté si | x | est < x (n° 371), 
px) (x) = Zwyxnti, 
Faisons tendre x vers l’unité. On aura, par le théorème d’Abel, 


lim ç(x) —s, lim(x) —s, lim Zw, xr = Ein =". 


Donc s'!—ss!. 


391. Théorème. Série illimitée de Maclaurin. — Une fonction réelle 
ou complexe ne peut être développée en série potentielle que 
d’une seule manière. 

En effet, soit f(x) la somme d’une série potentielle, conver- 
gente dans un cercle de rayon K : 


f(x) = & + a,x + ax? + a,x° + … 
En dérivant successivement, il vient, dans le même cercle, 
f'(x) = a, + 2a,x + 3a,x°? + …, 


f(x) = 2a, + 2.3asx + …, 
AAC) 2,82; 1. 


LL L L] LA [1 , L L L . e L 


Posant x — 0 dans ces équations, on en tire successivement 


m=f0, afro, a=00, 4-10. 


Donc tous les coefficients de la série sont déterminés. En 


substituant ces valeurs dans la série, il vient 
f(x) = f(0) + — Lt (0) + Lg a f"0) +... 


C’est la série illimitée de Maclaurin. Nous retrouvons done, 
par une autre voie, la loi de formation des coefficients succes- 
sifs obtenue au n° 125. Tandis que nous avons raisonné là sur 
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un nombre limité de termes, nous avons raisonné iei sur des 
sommes prolongées à l'infini. Maïs tandis que, les variables 
étant réelles, la formule limitée du n° 125 ne suppose que l’exis- 
tence des dérivées de f(x), celle que nous venons d'obtenir n’est 
nullement démontrée pour une fonction f(x) quelconque. Elle 
ne l’est que pourvu que le développement soit possible. 


392. Nouvelles expressions du terme complémentaire de la formule 
de Maclaurin. — Le procédé qui se présente immédiatement à 
l'esprit pour reconnaître si une fonction f(x) d’une variable 
réelle peut s’exprimer en série potentielle, consiste à la déve- 
lopper par la formule limitée de Maclaurin et à vérifier si le 
terme complémentaire tend vers 0 quand le nombre n des termes 
augmente indéfiniment. S'il en est ainsi, en faisant tendre n 
vers l'infini, on obtiendra l’expression de f(x) en série illimitée. 

Ceci nous amène 


LS 


à. chercher une nouvelle forme du terme 
complémentaire ou du reste. Nous allons l’obtenir en nous ser- 
vant du calcul intégral. 

Soit f(x) une fonction, continue ainsi que ses dérivées jusqu’à 
l’ordre n, d’une variable réelle x. En faisant une première 
intégration par parties, On à 


fes) — (0 = [Fe — 0dt = xf(0) + [rte — dedt. 


On peut faire une nouvelle intégration par parties portant 
sur tdt, et continuer ainsi de suite, en faisant toujours porter 
l'intégration sur la puissance de {. Après n — 1 intégrations par 
parties consécutives, on obtient 


| FC) = FO) + af "(0) + À PO) + + pr 0) ER, 
o à pes 
| Rh a ER f(x Fi (à) m1 dt. 


C’est la formule de Maclaurin avec l'expression exacte du 


reste. Par le changement de variables t -- x (1 — u), le reste 
s'écrit aussi 
x? À : d 
Ra = 7— 7, WÇUX — u)Ti au. 
(2) Rue pr (rue) (En) 


Au moyen du théorème de la moyenne, on peut obtenir des 
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expressions plus simples du reste, maïs qui ont l’inconvénient 
de renfermer une quantité inconnue 0 comprise entre 0 et 1. Si 
l’on fait sortir fl{ux) du signe d'intégration, on trouve 


R x? (n) f 
He Ra FER (0x). 
C’est l’expression connue (n° 125). 


S 5. Développement des fonctions réelles en séries 
potentielles. Discussion du reste. 


393. Considérations générales. — Lorsqu'on se propose de déve- 
lopper en séries potentielles des fonctions qui dépendent d’une 
variable complexe, il existe des principes généraux qui permet- 
tent de supprimer à peu près toute discussion, Ces principes 
font l’objet de la théorie des fonctions d’une variable complexe. 
Pour le moment, nous considérons exclusivement les variables 
réelles. Pour obtenir le développement de f(x) en série poten- 
tielle, le procédé le plus élémentaire consiste à passer de la 
formule limitée de Maclaurin à la formule illimitée en faisant 
tendre n vers l'infini. 

I1 faut démontrer que le terme complémentaire tend vers zéro. 
C’est à cela que servent les expressions générales de ce terme 
que nous avons fait connaître au n° précédent. Mais la discus- 
sion est loin d’être toujours facile sur ces expressions générales. 
Elle est simple pour les fonctions ef, sin x, cos x. Elle l’est 
déjà moins pour les autres fonctions élémentaires, et pour les 
fonctions plus compliquées, elleest le plus souventimpraticable. 

Heureusement, pour la plupart des fonctions, on trouve des 
expressions particulières de R,,, non comprises dans les for- 
mules générales, et qui se prêtent à une discussion plus facile. 
C’est ce que nous nous proposons de montrer dans le paragraphe 
actuel. | 

À côté du procédé qui consiste à passer de la série limitée à 
la série illimitée, il y en a un autre, infiniment plus riche en 
ressources. On pose a priori la série illimitée et on démontre 
directement au moyen de ses propriétés particulières qu’elle a 
pour somme f(x). Ce procédé est moins élémentaire que le pre- 
mier, mais, pour en faire saisir la portée, nous commencerons 
par l’appliquer aux fonctions e*, sin x et cos x. 28 
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394. Fonction exponentielle, — Considérons la série 


f(x) = 1 +24 PR Free 


nl! 


En vertu du second critère de Cauchy (n° 364), elle est abso- 
lument convergente pour toute valeur de x. En effet, le module 
de Uns, : Un est égal à | x | : n et tend vers zéro avec 1 : n, quel 
que soit x. Cette série jouit de la propriété de se reproduire 
par dérivation et l’on a f(0) — 1. Ces deux propriétés suffisent 
pour montrer que la série a pour somme e”. En effet, 


D. f(x)e? = [f(x) — f(x)le* — 
Donc f(x)e-* est une constante. Faisant x — 0, on voit que 
cette constante est 1. Donc f(x) = e?. 


395. Fonctions circulaires. — Considérons les deux séries, dont 
la seconde est la dérivée de la première, 


2 


CRAN | Nr 
SRUL SR GO) EEE STE PEER 


p(x) == 


I 


Elles convergent pour toute valeur de x comme la précédente, 
et l’on à 
PA Pix) ROSE 0e 
Je dis qu’il en résulte ç(x) — sinx. 
11 suffit de remarquer que l’on aura nécessairement 


o(x) cos x — &'(x) sin x = 0, p(x) sin x + w'(x) cos x = r. 
En effet, les premiers membres sont des constantes, car 
leurs dérivées s’annulent en vertu des propriétés de +. En fai- 


sant x — 0, on voit que ces constantes sont 0 et r. On tire alors 
des deux équations précédentes w(x) = sin x et 4'(x) = cos x. 


396. Séries logarithmiques. — Pour développer Log (1 + x),. 
cherchons une expression particulière du reste R,. Pour cela, 
partons de l’identité 
I mere = — (= x sh 2e D a le 4 PRE Si ' — x} 
ee E (—x)+ 
RO DR 0 I1+ x 

Intégrons les deux membres de 0 à x, ce qui suppose x > — 1; 
l'intégrale du dernier terme sera R,. Il vient ainsi 


M2 3 n … 
(1) Log(r+x)=x — + — AA (Ee 1j RS 


2 
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Servons-nous du théorème de la moyenne pour simplifier KR, ; 
nous pouvons écrire 


x? dx (— 1)7 xn+i 


By (— 1)" | RO TOC ENS 


Donc R, tend vers 0, si | x | est < r ou six = 1. Six = —1, 


(OPEN T): 


la série devient Zn! et diverge. Donc le rayon de convergence 
de la série (1) est égal à l’unite. 

La fonction Log (1 + x) est donc exprimable en série illimitée 
de Maclaurin si l’on à (— 1 < x < 1), et la série illimitée diverge 
dans les autres cas. 

Faisant x — 1, on PIERRE la série (non absolument conver- 
gente) 


I I 
LOT 


Le développement de Log : . peut se déduire de celui de 


Log (1 + x). On peut aussi l’obtenir par un raisonnement ana- 


logue au précédent. On à 


I Tr x? + x?n 75", x?n 


x 2h — 


Tr Ne ë FRS 


On multiplie par 2 et l’on intègre de 0 à x ; il vient 


1+x . . AN 
Be cr 2 x?2n+1 
= 2 [° 1—X? 1—0x°on tr 


et R, tend vers 0 si x est compris entre — r et + r. Dans les 
autres cas, la série infinie diverge. 

C’est la série (2) qu’on applique au calcul des logarithmes des 
nombres entiers. On fait 
DAAIERTS 


Le — : d’où = : 
Der; q TOILE x 


et l’on choisit les entiers p et q de manière que | x [soit < r 


On à 
Gr) 


1 
Log p — Log q +2 Re L+T A) +2 
FR TRS +q 3\p+q 
Cette formule suffit pour le calcul des logarithmes des nom- 
bres entiers, car elle fait dépendre le calcul du logarithme dep 


436 CHAPITRE XI. DES SÉRIES 


de celui d’un nombre inférieur q, et le logarithme de x ést con- 
du. En particulier, S1p=2 "9 =1Tr lient 


I 11 HR ALT 
Log 2 = 2 its test a 


Cette série, à convergence rapide, convient beaucoup mieux 
au calcul de Log 2 que la première qui converge lentement. 


397. Développement de l'arc-tangente. — Ce développement s’ob- 
tient comme le précédent. Partons de l'identité | 


I To (— et LE (— MU n—1 (— vite 
Pen 1 D IS RE ENCLPEN EEE 
1x" I1—(— X°) 2 RE N AEES 

Intégrons-la de 0 à x ; il vient (0 < 6 < x) 
X xX° x —1 
: ee ol RE PRES \H EL RE eE ce 
(8) arctgx=x— +" … + (—1) PR EU 


a x dx (— 1)" x2n+1 


Ry = Fe sy" | r + x? Li, 1+-0x° on +1 k 


Le reste R, est inférieur en valeur absolue au premier terme 
négligé ; il tend vers 0, si | x | ne surpasse pas l’unité. Donc 
arc tg x est représenté par la série illimitée si x varie entre 
— 1 et 1, limites comprises. Le rayon de convergence est égal 
à l’unité, car c’est celui de la série dérivée D(— x2}*. 

En particulier, pour x = 1, on trouve la formule de Leïbniz 


T TPDE 
4 = ll — 3Ts — 
Calcul de ñ. — La série (3) peut servir au calcul de + de la 


manière suivante. On calcule d'abord l'arc © dont la tangente 
est 1: 5. La formule donne 


DELL EL OL 
Am OPTOË 


On a ensuite 


2 tg o. 5 2 tg 2v 120 
x 6 eee to: ne mr 
t8 2? I—tg"o 12° 84? 1—tg®20 I19’ 


T tgÂp—1 L 
tr l4o—#)= a 
6 (as à) 1+tg4p 239 


On conclut de là, par la formule (3), 


T LU LT NS LT TRE à 
7 us) +5) — 
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On obtient ainsi la formule de Machin : 


mn6(g—3(s) +] 4 [5e —(3s) +] 


398. Série du binome, — Si m est égal à 0 ou à un entier posi- 
tif, on sait par l’algèbre que (1 -+ x)” se réduit à r ou se déve- 
loppe en un polynome ordonné suivant les puissances de x. 
Laissons ce cas de côté. Soit m un nombre positif non entier ou 
un nombre négatif. Considérons la série illimitée 


Co a 
Êun—=1+ mx + mx? +... + Max! +... 
1 


dont les coefficients, formés comme ceux du binome, sont 


m(m—1).… APE en 


Mn == 
Le 1.2...n 


aucun des coefficients ne sera nul. 

Le rayon de convergence est égal à la limite du rapport de 
deux coefficients consécutifs pris en valeur absolue (n° 384). Il 
est donc égal à l’unité, car on a, pour n infini, 


La série converge si 


x | est < r et diverge si 


x | > 1. Quant 
au cas Où x = + 1, nous l’examinerons au n° 400. 
Nous allons maintenant prouver que si | x | est < x, la série 
du binome a pour somme (1 + x)” et en déterminer le reste R,. 
A cet effet, soit f(x) la somme des n premiers termes : 
f(x) =1+ mx +mXx? +... + mix tt. 


En observant que deux coefficients consécutifs satisfont à la 
condition 
NMNn — (M—n +1) Mn-1 = 0, 


on vérifie de suite l'identité 
Mf(Xx)— (1 +x)f'(x)=(m—n+x) mix t = n mx A 
En vertu de cette identité, on à 


_f@) _G+x)f(x)—mf f(x) REP TLELERER 
Ga GE GE 


d'où, en intégrant de 0 à x (ce qui suppose x > — r si mest > 0), 
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FX) 2: FRA 
(4) (+x) 13 x)" de I == — Ji y É FES TA 


et, en remplaçant f(x) par son développement, 


(x + x) e = I MX + MX LE... En INR 
(5) PAT 
Ri = nn Mai + Xe) ——— 
n n ( ) fs (r+x)#+i 
En faisant sortir le dénominateur du signe d'intégration 
par le théorème de la moyenne, on obtient l’expression simpli- 
fiée (0 <0< 1) 


(+ a)” 


(6) Ra = Mn AE Ge Gx}"+1 ° 


Six est > — 1, cette expression montre que R, tend vers 
zéro, avec le premier terme négligé m, X”*, dans tous les cas de 
convergence, donc, en particulier, si x est aussi < 1. 

CAS PARTICULIER. — Si (m + 1) est positif et < 1, on peut 
encore mettre l'expression du reste sous une forme utile. Sup- 
posant toujours x > — 1, on à, par le changement de la variable 
d'intégration x en {x, et grâce aux deux hypothèses précédentes, 


æ xn—lqx il t— dt 4 qn—1 4t (— x) 
[ = XN ner = #8 | LME 
o (+ x)T 5 (LH TX NT o (1—t}+1 n My 


La 


la dernière intégrale se calculant par parties, 
Portant cette valeur dans (5), on obtient la formule suivante, 
qui suppose donc m négatif et > — 1: 


(7) Ra = 0— x) (x + x) (OO EE): 


399. Ordre de grandeur des coefficients de la formule du binome. — 
Nous allons montrer que l’on peut poser 


Rn 
R} tendant vers une limite finie et différente de 0 quand n tend 
vers l'infini. 
A cet effet, observons que l’on à (n étant supposé > m +1) 
My 
Fe 


pe. Lpar — elog (=) 


D'ailleurs, en développant suivant les puissances de (x : n) par 
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la formule de Taylor et en s’arrêtant au deuxième ordre, on peut 
poser, À, gardant une valeur finie quand n tend vers l'infini, 


Im +I | Le ln 
Log{: —"—) + (m+) Log{x +2) RTE 


Il vient donc 


À À 

2 43 no À NP Ep 12 Mie 

LIU AE Re e RAAUNLES ( ñ } APCE Ca e n? 
Ma; LPS col 


Faisant n = 2, 3,... n et multipliant les résultats entre eux, 
on à 


d’où, en comparant à la formule (8), 


n Âk 
mi y 


on 
Pn= | m ne e2 
De LAN + T 
Cette quantité tend pour n = æ vers une limite finie et non 
nulle, car 2n : (n + 1) tend vers 2 et la série Y(},: n°) est con- 
vergente comme Ë(r : n°). Notre formule (8) est donc justifiée. 


400. Cas de convergence de la série du binome quand x — + 1. — 
Si l’on fait x = + 1 dans la série du binome, elle devient (les 
signes se correspondant) 


IE M + M + M3 + Nu + … 


Si m est positif, la série est absolumeut converg'ente comme 
la série (An: n°1), 

Si m est Z — 1, le rapport | m,: mn, | est > 1, les termes ne 
tendent pas vers 0 et la série est diverg'ente. | 

Reste done à examiner le cas où m est compris entre — 1 et 0. 
Dans ce cas, les termes vont constamment en décroissant en 
valeur absolue, car le rapport | mA: mn | est < 1;et les termes 
tendent vers 0 comme h, : n”+1, de sorte que la convergence ne 
peut être absolue. La série converge pour x = + 1, auquel cas 
les termes sont à signes alternés ; elle diverge Six = — 1, 
auquel cas les termes sont tous positifs. 

REMARQUE. — Si m est positif et x égal à — 1, l'expression (5) 
de R} (n° 398) prend la forme 0.w, ce qui permet de se débar- 
rasser du signe d'intégration. On fait tendre x vers — 1 et l’on 
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applique la règle de l’IHospital à l'expression mise sous la forme 
 : © ; On trouve 


E: (x + XL), 7 RARE 
(+ x) 


2, 


(9) R:—= n m;lim = Nine 


o 
- 


4.0 1. Développement de l'arc-sinus. — Remplacons x par — x*°, 
+ I 
faisons m = — D dans la formule du binome et prenons la va- 
leur (7) du reste ; nous trouvons 


n—1 AR I 27 
(10) RER I + S (2A (APE x2h fx? t s 
VI — x? 1 (2k)!! NET LR 


en désignant par k!! le produit des entiers non supérieurs à Æ 


et de même parité que k (n° 235). Intégrons de 0 à x, il vient 


! 1e = t(2k — 1)! x?2k+1 æ x? dx 
(11) arc sin x VAE Far PNR: 


ce qui montre que l'arc sinus est développable pour toutes les 
valeurs de x entre — r et + 1. Maïs le développement reste 


légitime à ces limites, car, si x = 1, on à (n° 236) 
* CT ARS (ARE) ET 
Mme PQ co 
et cette quantité tend vers 0 avec le coefficient de x?* dans la 
série (10). 
On peut donc faire x = 1 et l’on trouve la série : 


4O2. Développements en séries des intégrales elliptiques complètes 
(n° 339). — Soit k? une quantité < 1 ; en remplaçant x par 
ksinç dans la formule (10), il vient 

Le 1 + = k? sin°o NS + 
Vi — k* sin? 2 2,4 

Cette série converge uniformément dans tout intervalle en 
vertu du théorème du n° 376, car elle converge si sing = 1, ce 
qui maxine tous les termes, Intégrons-la donc de 0 à x : 2, il 
vient 


Dre do FE = Le Te à + 


w| 
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D'autre part, en remplaçant x par — k? sin° dans le dévelop- 
pement de Vr+2x,on trouve la série, uniformément conver- 
gente pour toute valeur de vw, 


; TL . 
kisinto——""#k6sinée_—…. 


276 


LT 


2.4 


PEN IPN PE We Tape 
Vi ksino Tr k"sin"0— 
2 


et, en intégrant de 0 à x : 2, 


T JR Eire LD OM ARE 

TE re 2 à EN pe A 
Lite AE és k 214000 (ae 5 
Toutes ces séries convergent rapidement si k est petit. 


S 6. Fonctions entières élémentaires. 
Exponentielles imaginaires. 


403. Définitions. Formules d'Euler. — Nous savons (n° 394 et 395) 
que, z étant réel, on a 

z2n+i 
(n+)l 


Ces séries convergent pour toutes les valeurs réelles ou com- 


(DR S 4, cos HS Ye sine (or) 
0 n!° 4 (2n)!° ' 


plexes de 3. Elles définissent donc des fonctions entières 
(n° 384). Il est naturel de conserver, pour représenter ces fonc- 
tions, les mêmes symboles dans le cas où la variable est com- 
plexe que dans celui où elle est réelle. Nous prendrons donc les 
équations (1) comme définitions de ef, sin z et cos 3 pour toutes 
les valeurs, réelles ou complexes, de 3. 

On vérifie directement par ces définitions que l’on a 


(2) COS (— Z) — COS 3. Sin (— 3) — — sin z, 
(3) eti — COS z + i Sin 2, e—#i — cos 3 — isinz. 


De là, les formules fondamentales d'Euler : 
(4) cos z — (er + er), sin 3 — e (eti — e-si), 


qui ramènent les fonctions circulaires à la fonction exponen- 
tielle. 


404. Généralisation des propriétés fonctionnelles de l’exponentielle et 
des fonctions circulaires, — En dérivant les séries (1), on obtient 
immédiatement, comme pour z réel, 


(5) D'ee*, D.cos z = — sin, D sin z = cos 2, 
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Les règles de dérivations des fonctions composées subsistent 
sans difficulté quand les variables s nt complexes, car la défini- 
tion générale de la dérivée est la même que quand les variables 
sont réelles. 

Remplaçons, dans la série et, 3 par la somme 3 + z' de deux 
quantités complexes. On peut ordonner la série ainsi obtenue 
suivant les puissances de z. En effet, quand on a remplacé toutes 
les puissances de (3 + z') par leurs développements, la série 
demeure absolument convergente. Elle converge effectivement 
quand on remplace z et z' par leurs modules r et r', ce qui 
donne une série à termes positifs. Or, dans une série absolu- 
ment convergente, l’ordre des termes est indifférent (n° 373). 

Le développement de e+2' suivant les puissances de z est 
donné par la formule de Maclaurin. Comme toutes les dérivées 
sont égales à e%! pour z — 0, il vient 


22 


2 
Fe ET — e? e"!, 
I a 


(6) ertel = e*'(: + 


Donc toutes les propriétés fonctionnelles de l’exponentielle 
réelle s’étendent à l’exponentielle imaginaire, car elles se dé- 
duisent de l’équation précédente et de la condition e° = 1. 

On vérifie l’exactitude des équations : 


(?) sin (3 + 3’) — sin z cos 3! + cos z sin 2’, 
cos (3 + z') = cos z cos z/— sin z sin z', 

en remplaçant les sinus et cosinus par leurs expressions (4) et 

en tenant compte de l'équation (6). Donc toutes les propriétés 

fonctionnelles des lignes trigonométriques réelles s'étendent au 

domaine complexe, car elles se déduisent des relations précé- 


dentes en y joignant les équations (4) et les conditions : 


. RL MS T 
sin 0 — 0, cos 0 = :, sin se 16 COS Les 0. 


405. Décomposition des fonctions précédentes en leurs parties réelles 
et imaginaires, — Soit 3 = X + yi, x et y étant réels. Il vient, 
par les équations (6) et (3), 


(8) ef — er Tvi — e% evi — e% (cos ÿ + i sin y). 


Cette formule montre que ef à pour module ef et pour argu- 
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ment y. Comme ef ne peut s’annuler x étant réel, ef ne peut 
s’annuler pour aucune valeur réelle ou complexe de 3. 
L’équation (8) montre que ef est une fonction périodique de 
période 2ri, c’est-à-dire que, si k est entier, l’on a 
(9) et +F2AT — pt k 
Réciproquement, si l’on a e%T3 = e%, z sera un multiple de 2xi. 
En effet, cette équation donne 


e*(e—1)—=0, d’où et —=1,  e?(cos y + isin y) — 
d'où x = 0 et y —=2kr. 
Les équations (7) et (4) donnent maintenant : 
sin (X + yi) = sin x Cos yi + cos x sin yi 


e + e—Y ; e7 — eY 
= sin + 1 COS : 


cos (X + yi) = Cos X cos yi — sin x sin Yi 


e/ He... eY — eY 
= COS X ————- € 


Les modules du sinus et du cosinus se déduisent de là : 


: .e# eŸ eY — e7Y 
Sin LIRE sin sinte (ET) cos? x 


2 


9 2 


Ë eY + ee Ÿ ey — eT7 
COS 2U — >) COS? X + | ne se 


= 


Ces formules montrent que le sinus et le cosinus ne peuvent 
s’annuler que si y = 0. Donc toutes les racines de ces fonctions 
sont réelles ct, par conséquent, elles sont connues. 


406. Fonctions hyperboliques, — On appelle sinus et cosinus 


Ryperboliques les deux fonctions : 
sin 13 e? — e7? et + e7 


(10) Shz = -——— - OZ = "COS 21 ————, 
i 2 2 


Ces fonctions ont pour dérivées : 


DaiShz =; Cnz, DACbLz—=Shz; 


444 CHAPITRE XI. DES SÉRIES 


Elles satisfont à toute une série de formules analogues à 
celles de la trigonométrie ordinaire, La trigonométrie hyper- 
bolique n’est pas distincte de la trigonométrie ordinaire, À toute 
formule de celle-ci correspond une formule de la première, qui 
s’obtient en rendant les variables purement imaginaires. En 
vertu des formules (10), le principe de transformation est celui-ci: 

Toute formule de la trigonométrie du cercle en donne une de 
la trigonométrie hyperbolique en y remplaçant cos z par Chz 
et sin z par i Shz. 

Bien entendu, cette règle ne s'applique qu'aux fonctions ra- 
tionnelles en sin 3 et cos z. Ainsi, on tire des formules (7) 


Sh(z+2")=ShzChz3'=Ch3$Shz, Ch(3+3')—=ChzChz'+ShzShz, 
et la relation sin? 3 + cos?z — 1 donne 
Ch°3— Sh°3 = x. 


Les fonctions étudiées dans les numéros précédents sont les 
plus simples des fonctions d’une véritable complexe, La théorie 
générale de ces fonctions ne sera pas exposée ici, 
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ERRATA. 


Errata du tome I (3°: édition) 


(5) 
au lieu de inferteure  Zsez inférieure 
» Net T » Net FT, 
» JounNc  » YounG 
c » arcs tangents  » arcs tangentes 
» S 5 » S 6 
» S » S L 


Suite de l’errata du tome II (2° édition). 


lignes 


7 


8 
9? 


76 dernière 


OI 


III 


9 


13 à 40 


au lieu de Ce contour enveloppe Xsez Ce contour C enve- 
une portion C loppe une portion D 


» J [ (x, y) » [(r (x, y) 


Supprimez dans l’énoncé les mots : foujours non croissante 
ou et complétez cet énoncé en faisant suivre la formule 
(2) des mots : Si w(x) élait non croissante, la formule sub- 
sisterait sauf qu'il faudrait y permuter À et B. 

Ajoutez les mots : si la série converge uniformément pour 
un choix arbitraire de b;, b2,... b»,..., l'intégrale con- 
verge aussi uniformément. 

Ajoutez à l’énoncé du lemme les mots : Z7 suffit pour cela 
que les côtes du polygone soient suffisamment petits. 

Dans l’énoncé et la démonstration de cette proposition 


NE À : 1 1 
préliminaire, il faut remplacer la fraction — par (donc 


quart par neuvième et Ÿ par sl . D'autre part, l’ensem- 


ble E, pouvant n'être pas mesurable (*), il faut rempla- 
cer MEn] par meEn. 


(*) L'accent signifie qu'il faut compter en remontant. 
(**) C’est M. Caratheodory qui m'a fait cette remarque, ce dont je le remer- 
cie. Il est encore facile de voir que #1eEn tend vers mE, parce que chaque 


En est contenu dans un ensemble E, mesurable (B) et de mesure meEn 
(t. I, n° 80). Si les mesures des E, (qui croissent quand €» décroît) avaient 


une limite < ME, l’ensemble limite restreint de la suite E,, E,,.…. serait 
aussi de mesure < #EÆ (t. II n° 90 ou t. I ne 81), ce qui est impossible car 
il contient E. 
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pages 
112 
118 
128 
129 
132 
197 
138 


142 


149 


329 


ERRATA 
lignes 
7 au lieu de e >0 lisez e = 0 
si » annule » annule 
7 » x infini » ñ infini 
HPeti0 » Ph » D? Ph 
14 et 15 » a b » a! b! 
18 » (1 — bm) cos mx »  bn(i — cos mx) 
I » 1733 » 1705 
a x 
8 » [ » f 
0 a 
ésin 
6 Ajoutez : En effet, 1 SET qu revient à la différence 
gi 
RE Re! sin & ; A 
[ _ [ sde de deux intégrales positives, cha- 
O [e) 
T 
cune < qui mesure la première arcade de la courbe 
O 
y = sin a : « formée d'’arcades décroissantes de signes 
alternés. 
4 au lieu de F(27x) — F(0) Zsez F(27) 
5 Après le mot « bornée » ajoutez : et s’annulant aux li- 
mites 0 et 27, 
11 au lieu de positifs hisez positifs et < 1, 
4 Permutez les Z dans chaque parenthèse. 
5’ au lieu de dx lisez da 
I0 » Scharz » Schwarz 
= 2 
3 ) (x — %0)? » Gas >: a} . 
I f (to) » que /(+)) 
1’ ») Rn+#1 — Rh D Rn— Rn+1 
7et8 Changez les signes de tous les R. 
5 au lieu de Vz2 + y? lisez Va? + y? dx 
Lo ) pa » px 
12 » Vu » sr 
7 » evx 5 er x 
ne e zady “ zady 
m' F 
TL » (= 1,254) » (ST 2 in 
f fe 
II » » 
To T0 
8 » Xa ) An 
dernière  » 02 » Lo 
0x h Ox h 
Of : Of 
10’ » +- d — » - 4, = (, 
de Ox n Ÿ s Ôx ñn 
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pages lignes 


333 12 Donnez le n° 8 à cette équation. 

Sr 13 Remplacez AP et A2 par y? et wa 

363 16 au lieu de 2°) lisez 10) 

363 dernière » ab) x(p+1) » xp] xtp+11, 
409 20 » (a) » a 


Modifications à apporter aux renvois du t. IIaut.I 
pour les mettre d’accord avec la 3° édition. 


Pages Lignes Anciennes références Nouvelles références 
I 1 S 11 S 9 
0 1e S 4 S 3et 4 
13 20 Shy 346 
21 16 170 170 
38 13 208 202 
40 IO 348 339 
53 13 244 732 
64 8 245 233 
78 2 288 et 289 377 à 379 
79 14 250 238 
80 I4 220 213 
OI 2 357 346 
97 1 2 239 
09. 4'et12 258 242 
— 14 256 241 
100 6 259 240 
IOI 19 59 54 
103 14 Chap. WVI,S3 Intr. 8 11 
104 7 266 77 
— I4 207 78 
A 23 270 81 (*) 
—— 30 271 85 
105 18 js 82 
— 10” 273 84 
106 s 274 2247/0209 
107 16 vi) 245 
108 et 109 Supprimez les notes 
117 8 théor. VII (no 289) théor. VI (n° 263) 
124 22 282 207 
126 17 248 236 
— 23 249 237 
147 2° Chaines Intr. S 13 
— 1 361, 60 88 


(*) Les ensembles E4, E2,... étant supposés mesurables dans la 3e édit. du 
tome I, on se bornera aussi à ce cas dans l'énoncé du tome IT et on con- 
sidérera la mesure existante des ensembles-limites. 


448 MODIFICATIONS A APPORTER AUX RENVOIS DU TOME II AU TOME 1 


Pages Lignes 
170 6 270 81 
196 14 161 163 
273 8 et 5” 314 302 
295 9’ 197 159 
381 15 367 356 
382 14 179 169 
384 1’ 403 392 
398 6’ 316 304 
406 2 282 321 
412 5 p. 302 D,:322 
413 II’ p. 304 D 322 
e 9’ 284, 302 303922 
420 7} 327 320 
436 5 Dai 318 


ADDITION AU TOME II (2° ÉDITION) 


Complément au $ 7 du chapitre IV : 
Unicité du développement trigonométrique. 


Les résultats que nous avons exposés sur cette question dans la 
deuxième édition du tome II peuvent être considérablement généra- 
lisés, comme nous l’avons reconnu depuis et montré dans notre récent 
Mémoire Sur l'Unaicité du développement trigonométriqne (*). Il suffit, pour 
cela, de s'appuyer sur les théorèmes relatifs à la dérivée seconde géné- 
ralisée auxquels nous avons consacré le 8 4 du chapitre VIII du 
tome I (3 édition). 


Nous allons exposer ici ces généralisations, en indiquant les addi- 
tions qu’il convient de faire à cet effet respectivement aux n98 160, 163 
et 168 du tome II (2e édition). On suppose ces additions intercalées 
respectivement dans le texte à la suite de chacun de ces n°s. 


Addition au n° 160. — Voici un autre théorème, analogue au théo- 
rème précédent de M. Lebesgue : 


THÉORÈME. — Une série trigonométrique dont le terme général est 
Pm cos MX — am) a l'une au moins de ses limites d’indétermination infinie 
presque partout Si Pm n'est pas borné (FF). 


Soit sm la somme des » premiers termes de la série. Si 5m était bor- 
né quel que soit #, le terme général (qui est la différence de deux 5» 
consécutifs) le serait aussi. Il suffit donc de prouver que st pm n’est pas 
borné quel que soit m, le terme général bm coS m(x — am) ne peut l'être que 
pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle. 


Si pm n'est pas borné, on peut extraire de la suite positive pr, 2, 
une suite constamment croissante. Il suffit de démontrer la proposition 
par celle-ci. Admettons donc tout de suite que pm croisse avec ". 


Soit Em l'ensemble des points de l’intervalle (0,2%) pour lesquels on a 
— I 
| Pm cos m (x — am) | > Vom ou cos MX — am) > —, 
Pm 


(*) Bulletin de l'Académie royale de Belgique. (Classe des sciences) n° 11, 1912 
AUn9r 1013. 

(*#) C. de la Vallée Poussin, Bulletin de l'Académie royale de Belgique. (Classe 
des sciences), 1913, n° 1, PP. 9-14. 
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La mesure de Em tend évidemment vers 27 quand # et pm avec lui 
tendent vers l’infini. 


Or pm cos m(# — tn) ne peut être borné quel que soit # si x appar- 
tient à une infinité d’ensembles de la suite E1, E2,..… c’est-à-dire à 
l'ensemble limite complet E de cette suite. Mais, quelque petit que 
soit €, cette suite contient une infinité d’ensembles de mesures 
> 27 — e, donc E est de mesure > 27 —e(t. I, n° 81) et, par consé- 
quent, de mesure 27, puisque € est arbitraire. Ainsi son complémen- 
taire (qui contient tous les points où pm est borné) est de mesure nulle, 


CrO4FAD) 


Addition au n° 163. — REMARQUE. — On démontre d’une manière 
analogue la proposition suivante : 


St, pour une valeur donnée de x, la somme Sn des n premiers termes de la 
série (1) est bornée quel que soit n, l'expression (8) le sera aussi quand a ten- 
dya vers O et ses limites d'indétermination ne surpasseront pas en valeur abso- 
lue l'expression RS, où k est un facteur numérique indépendant de x et S la 
plus grande limite de | Sn |. 


En effet, en substituant sn+1— Sn à An, l'expression (8) devient 


DL or 


Pour déterminer les limites d’indétermination de cette somme, on 
peut faire abstraction d’un nombre de termes aussi grand qu’on veut 
au début, car tous ces termes tendent vers 0. On peut donc raisonner 
comme si tous les 5n ne pouvaient surpasser qu’infiniment peu S. Les 
limites d'indétermination ne surpasseront donc pas en valeur absolue 


(o 2 n F2 99 A 2 
f (Te à , s [ dd 
(n—1)4 & 0 


(4 
ce qui prouve la proposition. 

Addition au n° 168. — La démonstration de ce théorème de M. Le- 
besgue résulte naturellement des principes exposés dans les n° précé- 
dents. Mais on peut aller beaucoup plus loin, à la condition d'utiliser 
les théorèmes plus généraux sur la dérivée seconde généralisée, ex- 
posés dans le tome I (Chap. VIII, $ 4). On a, en eftet, le théorème 
suivant : 


ÿs 


1 


« 


THÉORÈME. — Si une fonction FINIE ET SOMMABLE /(#) de période 27 
admet un développement trigonométrique, ce ne peut être que celui de Fourier. 


Comme /(x) est la dérivée seconde généralisée de la fonction F(+) 
définie par (2) en chaque point de convergence de la série (1) (n° 163), 
le théorème précédent n’est qu'un cas particulier du théorème plus 
général que voici : 
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THÉORÈME. — Soit toujours Sn la somme des n premiers termes de la série 
trigonométrique quelconque (1), convergente ou non. Si, n tendant vers l'infini, 
les plus grande et plus petile limites de Sn sont des fonctions finies et somma- 
bles de x, la série trigonométrique (1) est la série de Fourier de chacune des 
dérivées secondes généralisées (supérieure et inférieure) de K(x). 


Soient b.(x) et b,(+r) les limites d’indétermination (fonctions de x) de 
Sn quand * tend vers l'infini. Elles sont donc finies et sommables par 
hypothèse. 

La fonction F(x) construite par la formule (2) sera continue (n° 162), 
parce que les coefficients 4» et bn seront bornés par hypothèse (en 
vertu du théorème indiqué ci-dessus comme addition au n° 160) et, 
par conséquent, la série (2) sera uniformément convergente. 


Considérons, pour fixer les idées, la dérivée seconde généralisée 
supérieure de F(x). Cette fonction vw(x) est la plus grande limite de 
A2F(x) : 4a? quand « tend vers 0 ; elle est donc finie et sommable, parce 
qu’elle ne peut surpasser la fonction sommable & | 41 | +k]|%2 |en 
vertu de la remarque ajoutée ci-dessus au n° 163, 


La primitive de y.(x) se construit donc par le théorème du n° 276 du 
tome I (en y remplaçant j par y) : il vient ainsi 


FG= [fax [lent dx + pr +0 


/a 
ba 
F'(4) — [ p1(#) + . 
5 
Soient am et fm les constantes de Fourier de w;(x), à savoir 


1 (2T 1 (2 ù 
Am = a p(x) cos #4 dx, Bm = | P1(x) sin wx dx. 
O 


() 


Multiplions par = cos mx dx les identités 
24 24 (A 
A2F(x) = | CF'(x + 6) — F'(x — à] a= | | p(# + #) du; 
0 (e) mn: 


puis intégrons les deux membres extrêmes par rapport à x de 0 à 2x. 
Observons que l'intégration peut se faire sous le signe [l et que y; 
étant périodique, on a 


I 27 Fe 2H 
À ox + u) cos mx dx = —| pil(x) cos m(x — 4) dx 
T 0 T o 
— Am COS MU + Bin Sin m4 ; 
nous trouvons ainsi (l'intégrale du sinus étant nulle) 


I 27 } 24& t 
“| A2F(x) cos mx dx — sm | dt [ COS MA du = 4am 
( be 


Jo 


sin?#0 
mn? 
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D'autre part, en remplaçant A?F(x) par son développement unifor- 
mément convergent tiré de (3), à savoir 


A2F(x)="4 D (an cos nx —- bn sin nx )( ne), 


nous trouverons comme valeur de la même intégrale 


1 (27 sin?” 
| A2F(x) cos mx dx — 44m AR 

Comparant les deux résultats, il vient &n —= 4m ; de même, bn = fn. 
Donc la série (1) est la série de Fourier de y1(x). C. ©. F. D. 


Le théorème précédent peut encore être généralisé de la manière 
suivante : 


THÉORÈME. — Considérons une série trigonométrique (1) dont les coeft- 
cients tendent vers O. Si les plus grande et plus petite limites de Sn pour u 
infini sont des fonctions sommables de x, finies sauf peut-être dans un ensem- 
ble E, la série trigonométrique sera la série de Fourier de chacune des: déri- 
vées secondes généralisées de W(x), pourvu que l'ensemble E n'ait pas la 
puissance du continu ou ne contienne pas d'ensemble parfait. 


Ce théorème se démontre comme le précédent en substituant seule- 
ment au théorème du n° 276 du tome I celui du n° 277. On observe que, 
an et bn tendant vers 0 par hypothèse, F(x) vérifie la condition (K) 
invoquée dans ce théorème, en vertu du deuxième théorème de Rie- 
mann (n° 164). 


Ce théorème fournit, en particulier, l'extension suivante du théorème 
d’unicité de Heine-Cantor (n° 165) : 


CoOROLLAIRE. — Une fonction f(x) périodique de période 27 ne peut ad- 
mettre deux développements trigonométriques qui convergent partout. et cela 
vers f(x), sauf dans un ensemble n'ayant pas la puissance du continu ou ne 
contenant pas d'ensemble parfait (en particulier, dans un ensemble dénom- 
brable). 


On se débarrasse ainsi, comme on le voit, de la condition de réduc- 
tibilité admise au n° 165. 
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